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Exercice 0.1 ) & ¢ Pas de titre
On définit Papplication

f Rg[X] — R?
' P (P(0),P'(1),P"(1), P"(2))
1. Montrer que ¢ est un isomorphisme.

2. En déduire qu’il existe un et un seul polynéome P € Rg[X] vérifiant P(0) = 1,P'(1) =
2,P"(1) = —1 et P"(2) = 1.

Solution :

1. Il est clair que ¢ est linéaire. Montrons que Ker ¢ = {0}. Soit P € R3[X] tel que p(P) = 0.
Considérons H = P — P(1). Comme H(1) = H'(1) = H"(1) = 0, il vient que 1 est racine
d’ordre 3 de H, donc H = (X —1)3Q et donc P = Q(X — 1)® + P(1). Mais en examinant
les degrés, il faut que @ = A\ € R d'ou P = \(X — 1)® + a (avec a = P(1) € R). Comme
P(0) =0,a = -\ et donc P = \((X — 1) — 1). Mais alors P" = \(6(X — 1)) et comme
P"(2) =1, il vient que A = 0 et donc que P = 0.

Comme ¢ est injective, et que dim R3[X] = dimR* = 4, ¢ est donc bijective.

2. Comme ¢ est bijective, I'élément (1,2, —1,1) posséde un unique antécédent P € R3[X].
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