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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

On considère l’application linéaire

ϕ :

{

R[X ] −→ R[X ]P
7−→ P + P ′ + P ′′

1. Montrer que l’endomorphisme ϕ est injectif.

2. Montrer que l’endomorphisme ϕ est surjectif.

Indication 0.0 : Pour montrer la surjectivité, étudier la restriction de ϕ à Rn[X ] qui est un

espace de dimension finie.

Solution :

1. Soit un polynôme P ∈ R[X ] tel que P +P ′ +P ′′ = 0, soit P = −(P ′ +P ′′). Si l’on suppose

que P 6= 0, on a degP 6 degP − 1 , une absurdité. Donc ϕ est injective.

2. Soit un entier n ∈ N. Notons ϕn la restriction de ϕ à Rn[X ]. Alors, si P ∈ Rn[X ], ϕn(P ) =
P + P ′ + P ′′ ∈ Rn[X ] car deg(ϕn(P )) 6 max(degP, degP ′, degP ′′) 6 n. Donc ϕn est un

endomorphisme de Rn[X ] injectif, donc surjectif, car Rn[X ] est un espace de dimension finie

n+ 1.

Soit alors P ∈ R[X ]. Notons n = degP . Alors P ∈ Rn[X ] et donc ∃Q ∈ Rn[X ] tel que

ϕn(Q) = P . Mais alors ϕ(Q) = P et on a donc montré que ϕ est surjective !
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