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Exercice 0.1 ⋆ Pas de titre

Soit θ :

{

R3 [X ] −→ R3 [X ]
P 7−→ XP ′

− 2P
.

1. Montrer que θ est un endomorphisme de R3 [X ].

2. Déterminer Im θ et en déduire le rang de θ.

3. Donner la dimension de Ker θ et déterminer Ker θ.

Solution :

1. Si P ∈ R3 [X ], il est clair que deg (XP ′
− 2P ) 6 3 et donc que θ (P ) ∈ R3 [X ]. Soient

α, β ∈ R et P,Q ∈ R3 [X ] alors

θ (αP + βQ) = X (αP + βQ)′−2 (αP + βQ) = α (XP ′
− 2P )+β (XQ′

− 2Q) = αθ (P )+βθ (Q)

donc θ est linéaire.

2. Soit P = aX3 + bX2 + cX + d ∈ R3 [X ]. On calcule que θ (P ) = aX3
− cX − 2d. Donc

Im θ = V ect
(

1, X,X3
)

. La famille
(

1, X,X3
)

étant libre, il vient que rg θ = 3.

3. D’après la formule du rang, dimKer θ = 1. Comme θ
(

X2
)

= 0, Ker θ = V ect
(

X2
)

.
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