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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

Soit Rn [X ] l’espace vectoriel des polynômes de degré 6 n. Soit F = (P0, . . . , Pn) une famille

de n+ 1 polynômes de Rn [X ] telle que :

∀i ∈ J0, nK, degPi = i.

Prouver que F est une base de Rn [X ].

Solution : Pour tout k ∈ J0, nK, supposons que que Pk = λkX
k +

∑k−1

i=0
λi,kX

i. Comme

degPk = k, on a nécessairement λk 6= 0. Soient α0, . . . , αn ∈ R tels que :
∑n

k=0
αkPk = 0. Un

polynôme étant nul si et seulement si tous ses coefficients sont nuls, on aboutit au système :































λ0α0 + λ0,1α1 +λ0,2α2 + . . . +λ0,nαn = 0

λ1α1 +λ1,2α2 + . . . +λ1,nαn = 0

. . .

λn−1αn−1 +λn−1,nαn = 0

λnαn = 0

qui est triangulaire, et comme ∀k ∈ J0, nK, λk 6= 0, son unique solution est le n + 1-uplet nul.

Il vient : α0 = α1 = · · · = αn = 0 et la famille F est libre. Comme elle est de cardinal égal à la

dimension de Rn [X ], F est de plus génératrice de Rn [X ]. On en déduit qu’elle forme une base

de Rn [X ].
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