Bissectrices de deux droites
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Exercice 0.1 b ¢ Bissectrices de deux droites
On considére deux droites D et D' non paralléles et d’équations normales respectives :

xcosf +ysinf —p=0 et xcosd +ysind —p' =0
oup,p ERet 6,0 eR,0#£0 [x].
1. Déterminer une équation normale de chacune de leurs bissectrices[l.
2. Montrer que si U et W' sont des vecteurs unitaires qui dirigent les droites D et D’ alors

= = .. . .
les vecteurs W + v’ et W — u dirige chacune de ces deux bissectrices.
3. Montrer que ces deux bissectrices sont perpendiculaires.

Solution :
1. Soit M (x,y) un point du plan. On a la série d’équivalences :
M est un point d’une des bissectrices aux deux droites
<=d(M,D)=d(M,D’)
|zcos@+ysinh —p| |rcost +ysing —p
cos20 +sin20 cos? 0’ + sin? ¢’
<= |xcosf +ysinh — p| = |zrcosd +ysind —p/|

i

<=mwcosf+ysind —p=wzcostd +ysind — p’

ou zcosf+ysinf —p=—(xcost +yginb —p’)
<= (cosf —cos®')x + (sinf —sinf )y =p—p' ou (cosf+cos®)z+ (sinf+sind)y+p+p

0’ 0—0’ 0+06’ 0—0’ 046’ 0—0’ 016’ 0—0’

. 0 . . . 04
< — 2sin sin x + 2 cos sin y=p—p ou 2cos cos Z + 2sin —— cos y=p+p
2 2 2 D 2
. 0+0’ 0+’ 2(p—1p 0+’ .0+ 2(p+p
<—> — sin x+c05—y:% ou COS (E—f—SlIl—y:%
2 sin = 2 2 Cos =

ce qui est licite car 0 # 6’ [rr]. Les équations des deux bissectrices sont donc :

0+’ 0-+0’ 2(p—1p 0+’ 0-+0’ 2 f/
hi T + cos i Y= 7(1? p,) cos hi T + sin L Y= 7(194—]9/)
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1. Voir la note T



Ces deux équations sont de plus normales.

2. Comme U et W' sont unitaires, on peut supposer que U = (cosf,sinf) et que U =
(cos®',sin@’) alors

0—0’ o-+0’ 0-+6’
U+ U = (cosh + cost,sinf + sin ') = 2 cos (cos hi , sin h )
2 2 2

qui dirige clairement la premiére bissectrice. De méme :

. . . 0=0 . 0+6 0+6’
U — U’ = (cosh — cos @', sinf —sinf') = 2sin (—sm , COS
2 2 2

qui dirige la deuxiéme.
3. Comme (4 + W) . (4 - ') = H7H2 - H7'||2 = 0, les deux bissectrices sont perpendicu-
laires.
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