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Exercice 0.1 ). 0. ¢ Pas de titre
Dans l'espace E = F(R,R), on considére les fonctions définies par Vk € N*,

J R — R
T x +— sin(kz)

Montrer que Vn € N*| la famille S = (f1,..., fn) est libre. On calculera d’abord pour (p,q) €
(N*)2, I'intégrale :
2
! / sin(pz) sin(qz) dz = dpq,
0

™

ol dpq = 1 5i p = q et est nul sinon.

Solution : Soit (p,q) € N2. On utilise la trigonométrie. Pour tout z € R :

sin(pr) sin(gr) = = (cos ((p — g) @) — cos ((p+q) 2))
donc si p # q,

2 2m
: / sin(px) sin(gx) dz = < [L sin((p—q)z) — . sin ((p+9q) x)] =0

T Jo 27 | p—q ptq 0

et si p = q alors

1 2m 1 2m 1 1 2m

- / sin(px) sin(gx) de = — (I—cos((p+q)z)) de = — [:v — —sin((p+4q) :v)] = 1.
7 Jo 2 Jo 2m p+q 0

Montrons que S est libre. Soient a,...,a, € R tels que >, a;f; = 0. Soit k € [1,n]. Par
linéarité de l'intégrale, on a :

n 2 n
Ozzﬁ/ fr (@) fi(x) dx:Zaiéki:ak.
i=1 " J0 i=1

et ce pour tout k € [1,n]. On en déduit que S est libre.
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