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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

Soit E un K-espace vectoriel et (u1, . . . , un) une famille libre. Les familles

S = (u1 − u2, u2 − u3, . . . , un−1 − un, un − u1)

T = (u1 + u2, . . . , un−1 + un, un + u1)

sont-elles libres ?

Solution : La famille S est liée car

(u1 − u2) + (u2 − u3) + · · ·+ (un−1 − un) + (un − u1) = 0E

Pour la famille T : Soit (λ1, . . . , λn) ∈ K
n tel que

λ1(u1 + u2) + · · ·+ λn(un + u1) = 0E

Comme (u1, . . . , un) est libre, il vient que

λ1 + λn = 0K , λ2 + λ1 = 0K , . . . , λn−1 + λn = 0K

Par conséquent,

λ1 = (−1)i−1λi = (−1)nλ1.

Si n est impair, 2λ1 = 0K et donc λ1 = 0, puis alors tous les coefficients sont nuls. Si n est impair,

T est une famille libre.

Si par contre n est pair, on vérifie que

n−1∑

i=0

(−1)i−1(ui + ui+1) + (−1)n−1(un + u1) = 0E

et donc T est lié.
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