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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

Soit E = C∞(R,R). Montrer que c’est un R-espace vectoriel. On considère ensuite l’applica-
tion

ϕk :

{

E −→ R

f 7−→ f (k)(0)
(k ∈ [1, n])

Montrer que l’application ϕk est linéaire, puis que la famille (ϕ1, . . . , ϕn) est libre dans l’espace
L(E,R).

Solution : On montre que E est un sous-espace vectoriel de F(R,R). Il est aussi facile de
montrer que les applications ϕk sont linéaires. Montrons ensuite que la famille est libre. Soit
(λ1, . . . , λn) ∈ R

n tels que
λ1ϕ1 + · · ·+ λnϕn = 0L(E,R)

En appliquant cette application linéaire à la fonction θk : x 7→ xk ∈ E, on trouve que

λkk! = 0

(car [xk](p)(0) = k! si p = k et [xk](p)(0) = 0 si p 6= k. On en déduit donc que ∀k ∈ [1, n], λk = 0.
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