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Exercice 0.1 ⋆ Pas de titre

Dans le R-espace vectoriel E = F ([0, 2π] ,R), on considère les quatre fonctions :

f1 :

{

[0, 2π] −→ R

x 7−→ cosx
f2 :

{

[0, 2π] −→ R

x 7−→ x cosx

f3 :

{

[0, 2π] −→ R

x 7−→ sinx
f4 :

{

[0, 2π] −→ R

x 7−→ x sinx

Prouver que la famille (f1, f2, f3, f4) est libre.

Solution : Soit (α1, α2, α3, α4) ∈ R
4 tel que α1 · f1 + α2 · f2 + α3 · f3 + α4 · f4 = 0. On a donc :

∀x ∈ [0, 2π] , α1 · f1 (x) + α2 · f2 (x) + α3 · f3 (x) + α4 · f4 (x) = 0,

en particulier, remplaçant x par x = 0 puis x = π, on obtient le système

{

α1 = 0

α1 + α2π = 0

puis remplaçant x par x = π

2
puis x = 3π

2
, on obtient le système

{

α3 +
π

2
α4 = 0

α3 +
3π

2
α4 = 0

d’où ∀i ∈

J1, 4K, αi = 0.
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