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Exercice 0.1 * % Pas de titre
Soient un K-espace vectoriel E et deux projecteurs p,q de E vérifiant poq = 0. On pose

r=p-+q—qop.
1. Montrer que r est un projecteur;
2. Montrer que Kerr = Kerp N Kerg;
3. Montrer que Imr = Imp @ Img.

Indication 0.0 : Interpréter la relation p o ¢ = 0 en fonction des images et noyaux de
p,q. Dans les démonstrations, on pourra utiliser le fait que si r est un projecteur, et * € E,
x €Imr < r(zr) =z

Solution :

1. Calculons
r* =p°+pg—pep+ap+q° —a°p—qp° —qpq+qpap = p+ap+q—agp—qp =p+q—qp=r

(on a utilisé que p*> = p, ¢> = q et pqg = 0). Donc r est un projecteur (r est linéaire).

2. Kerr C KerpNKergq : soit x € Kerr, alors p(x) + q(z) — gp(x) = 0, et en appliquant p, on
trouve que p?(x) + pq(z) — pgp(x) = 0, d’'ott p(x) = 0, c’est-a-dire x € Ker p. De méme, en
appliquant q, on montre que x € Ker q.

KerpNKerq C Kerr, c’est évident.

3. ImpNImg = {0} : soit © € Imp NImgq, alors pg(z) = 0 = p(x) =0 (car x € Imq) et alors
x =0 (p(z) =z, car x € Imp). La somme est donc directe.

Imr CImp+Img : soit € Imr, puisque r est un projecteur, r(x) = x et donc

z = p(x) + q(z) — qp(2) = p(z) + ¢[z — p(2)]
et p(z) € Imp, q(z — p(z)) € Imgq.

Imp+Img C Imr : soit x € Imp+Imgq, Iz, € Imp, Fzo € Im q tels que © = x1 + 5. Alors,
r(z) = p(z1)+p(z2)+a(z1)+q(x2)—gp(21) —ap(z2) = T1+32+p(T2)+q(21) —gp(21) —gp(T2).




Mais pogq = 0 = Imgq C Kerp, donc p(zz) = 0. Alors r(z) = x + q(z1 — p(z1)), mais
puisque x1 € Imp, on sait que p(z1) = x1, et donc r(z) = z. Comme r est un projecteur,
r(z) =x =z € Imr.
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