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Exercice 0.1 * * Pas de titre
Soit un projecteur p d’un K-espace vectoriel E. Montrer que

VYAe K\ {0,1}, p—Aid € GL(E)

Indication 0.0 : On fera deux démonstrations. Pour la premiére, utiliser la relation po-
Iynomiale p o p = p. Pour la deuxiéme, écrire que E = Kerp @& Imp, et résoudre I’équation
(p — Aid)(z) = y, en décomposant sur Kerp et Im p les vecteurs = et y.

Solution : Premiére démonstration. On a pop = p, donc p> —p = 0, et alors (p — \id) o
(p+(A=1)id) + A(A = 1)id = 0 donc si A € {0, 1}, on peut écrire

(p—/\id)o[ (p+(/\—1)id)}:id
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AN —1)
ce qui montre que (p — \id) est inversible.

Deuxiéme démonstration. Soit y € FE. On décompose y = y1 + y2 avec y1 € Kerp et
yo € Imp. Soit * = x1 + 29 € E. Alors (p — ANid)(z) = y < 22 — M1 + 22) = y1 + ¥
< —\x1 =y et (1 — N)ag = ya (on a utilisé le fait que la somme est directe et donc que la
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décomposition est unique). On trouve une unique solution x; = _Xyl et To = ﬁyg, c’est-a-
dire qu’il existe un unique antécédant a y par Papplication (p — Aid). Cette application est donc
bijective.
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