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Exercice 0.1 ⋆ Pas de titre

Soit :

θ :

{

R [X ] −→ R [X ]
P 7−→ θ (P )

où θ (P ) est le polynôme donné par :

(θ (P )) (X) =
P (X)+P (−X)

2
.

1. Prouver que θ est linéaire.

2. Prouver que l’ensemble des polynômes pairs est stable par θ.

3. Montrer que θ ◦ θ = θ. Que peut-on en déduire pour θ.

4. Déterminer Ker θ et Im θ. En déduire les éléments caractéristiques de θ.

Solution :

1. Facile.

2. On montre aussi facilement que si P est pair, il en est de même de θ (P ).

3. Soit P un polynôme à coefficients réels, on a :

θ ◦ θ (P ) (X) = θ
(

P (X)+P (−X)

2

)

=
1

2

(

P (X)+P (−X)

2
+

P (−X)+P (X)

2

)

= θ (P ) (X)

donc θ est un projecteur.

4. Si θ (P ) = 0 alors ∀X ∈ R, P (X) = −P (−X) donc P est impair. Réciproquement si P est

impair alors θ (P ). Ker θ = {P ∈ R [X ] | P a tous ses termes de degré pair nuls}. On a par

ailleurs θ (P ) est pair pour tout P ∈ R [X ]. Réciproquement, si P est pair, alors θ (P ) = P

donc Im θ = {P ∈ R [X ] | P a tous ses termes de degré impair nuls}.
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