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Exercice 0.1 ⋆ Pas de titre

Soit un K-espace vectoriel E et un endomorphisme k ∈ GL(E). On considère l’application

ϕk :

{

L(E) −→ L(E)
u 7−→ k ◦ u

Montrer que ϕk ∈ GL(L(E)) puis que l’application

ψ :

{

GL(E) −→ GL(L(E))
k 7−→ ϕk

est un morphisme de groupes injectif.

Solution : On vérifie que ϕk est linéaire. Soient α, β ∈ K et u, v ∈ L (E). On a ϕk (αu+ βv) =
k ◦ (αu+ βv) = αk ◦ u+ βk ◦ v = αϕk (u) + βϕk (v) par linéarité de k.

L’application ϕk est bien à valeurs dans L (E) car la composée de deux applications linéaires

est encore linéaire.

Enfin, ϕk est bijective. En effet, comme k est inversible, on a ϕk ◦ ϕk−1 = ϕk−1 ◦ ϕk = idL(E).

Soient k, k′ ∈ GL(E). On a ψ (k ◦ k′) = ϕk◦k′ = ϕk ◦ϕk′ donc ψ est un morphisme de groupes.

De plus, si k ∈ Kerψ alors ψ (k) = idE donc ϕk = idE ce qui n’est possible que si k = idE donc

Kerψ = {idE} et ψ est injectif.
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