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Exercice 0.1 * * Pas de titre
Soit E un K-espace vectoriel et f,g € L(E). On suppose que

fogof =f, et gofog=g

Montrer que
E=Kerf@®Ilmg

Solution : Soit x € Ker f NImg. Alors f (x) = 0 et il existe zg € E tel que x = g (z¢). Donc
go fog(xg) =a maison a aussi go fog(xg) =go f(x) =0 doncxz =0 et Ker f, Im f sont en

somme directe.

Soit x € E. On peut écrirex = x —go f(xz)+go f(z) et comme f(x—go f(x)) = f(x)—
fogo f(x)=f(x)— f(x) =0, il vient que x — g o f (x) € Ker f. Par ailleurs, il est clair que

go f(xz) €Img donc E =1Im f + Ker f.
En conclusion, Ker f et Im f sont bien supplémentaires dans E.
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