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Exercice 0.1 2. 0. ¢ Pas de titre
Soit E un K-espace vectoriel et f € L(E). On pose

N = U,en Ker f°

1. Montrer que N = Ker f = Ker f + Im f est directe.

2. FEtudier la réciproque.

Solution :

1. Supposons que N = Ker f. Alors pour tout i € N*, Ker f* C Ker f. Comme par ailleurs, on a
toujours Ker f C Ker f?, il vient que pour tout i € N*, Ker f* = Ker f. Soit x € Ker fNIm f.
Alors il existe xg € E tel que x = f (x¢) et par ailleurs f (x) = 0. Comme f (f (x9)) =0 et
que Ker f = Ker f2, il vient que x¢ € Ker f et donc x = 0. La somme est bien directe.

2. Supposons que Ker f +1Im f soit directe. Remarquons qu’on a toujours Ker f C Ker f2. Soit
x € Ker f2. Alors f (f (x)) = 0. Mais f (z) € Im f N Ker f = {0} donc f(z) = 0. Alors
x € Ker f. On a montré que Ker f = Ker f2. On en déduit que Ker f2 = Ker f3, ... et donc
que N = Ker f.
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