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Exercice 0.1 ⋆⋆⋆ Pas de titre

Soit E un K-espace vectoriel, p ∈ N
∗ et f ∈ L(E).

1. Montrer que Ker f = Ker f2
⇒ Ker f = Ker fn pour n > 2.

2. Montrer que Im fp = Im fp+1
⇒ Im fn = Im fp pour n > p.

Solution :

1. On effectue un raisonnement par récurrence. La propriété est, par hypothèse, vraie au rang

2. Supposons qu’elle est vraie au rang n pour n > 2 et prouvons là au rang n+1. On sait déjà

que Ker f ⊂ Ker fn+1. Si x ∈ Ker fn+1 alors fn (f (x)) = 0 et donc f (x) ∈ Ker fn = Ker f .

Donc f2 (x) = 0 et x ∈ Ker f2 = Ker f . La propriété est alors aussi vraie au rang n+ 1. On

termine en appliquant le théorème de récurrence.

2. Montrons par une récurrence sur n > p + 1 que Im fn = Im fp. La propriété est vraie par

hypothèse au rang p + 1. Soit n > p + 1. Supposons que Im fn = Im fp et montrons que

Im fn+1 = Im fp. On a toujours Im fn+1
⊂ Im fp. Si y ∈ Im fp alors il existe x ∈ E tel

que y = fp (x). Comme Im fp = Im fp+1, il existe x′
∈ E tel que y = fp (x) = fp+1 (x′).

Mais d’après l’hypothèse de récurrence , il existe x′′
∈ E tel que fn (x′′) = fp (x′′). Donc

y = f (fn (x)) = fn+1 (x′′) et donc Im fp
⊂ Im fn+1. On termine en appliquant le théorème

de récurrence.
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