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Exercice 0.1 ⋆⋆⋆ Pas de titre

Soit E un K-espace vectoriel et g ∈ L(E). On définit :

ϕ :

{

L (E) −→ L (E)
f 7−→ gof

On admettra que dans un espace vectoriel, tout sous-espace vectoriel admet un supplémen-

taire.

1. Montrer que ϕ est linéaire

2. Montrer que ϕ est injective si et seulement si g est injective

3. Montrer que ϕ est bijective si et seulement si g est bijective.

Solution :

1. Facile.

2. — Supposons que ϕ soit injective. Soit x0 ∈ E tel que g (x0) = 0. Par l’absurde, supposons

que x0 6= 0. Posons F = V ect (x0) et considérons un supplémentaire G de F dans E.

Considérons aussi l’application linéaire f ∈ L (E) donnée par

f :

{

E = F ⊕G −→ E

x = αx0 + xG 7−→ αx0

.

Alors ϕ (f) = g ◦ f = 0 = ϕ (0). Comme ϕ est injective, il vient que f = 0 ce qui n’est

pas possible. Donc x0 = 0 et g est injective.

— Réciproquement, si g est injective et s’il existe f ∈ L (E) telle que ϕ (f) = 0 alors pour

tout x ∈ E, g ◦ f (x) = 0 et donc pour tout x ∈ E, f (x) ∈ Ker g = {0}. Il vient alors

que ∀x ∈ E, f (x) = 0 autrement dit que f = 0. En conclusion ϕ est injective..

3. — Supposons que ϕ est surjective. Soit y ∈ E. Il existe f ∈ L (E) tel que ϕ (f) = id. Donc

g (f (y)) = y et y ∈ Im g. On a prouvé que g est surjective.
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— Si g est bijective, montrons qu’il en est de même de ϕ. On sait déjà que ϕ est injective.

Il reste à montrer qu’elle est surjective. Soit f ∈ L (E). Comme g est bijective, pour

tout x ∈ E, il existe un unique xf ∈ E tel que g (xf ) = f (x). On définit ainsi une

application f0 :

{

E −→ E

x 7−→ xf
. Cette application est linéaire. En effet, si x, x′ ∈ E

et α, α′ ∈ K alors f0 (αx + α′x′) = (αx + α′x′)f avec (αx+ α′x′)f tel que

g
(

(αx+ α′x′)f

)

= f (αx+ α′x′) par définition de (αx + α′x′)f

= αf (x) + α′f (x′) par linéarité de f

= αg (xf ) + α′g (x′) par définition de xf et x′

f

= g
(

αxf + α′x′

f

)

par linéarité de g

donc par injectivité de g, (αx+ α′x′)f = αxf + α′x′

f et f0 (αx+ α′x′) = αf0 (x) +
βf0 (x

′). On en déduit que f0 ∈ L (E). De plus, par construction, g ◦ f0 = f et ϕ est

bien surjective.
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