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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

Soit E l’espace vectoriel des fonctions continues sur R. On définit

ϕ :

{

E −→ E

f 7−→ ϕ(f)
où ϕ(f) :















R −→ R

x 7−→







shx

x
f(x) six 6= 0

f(0) si x = 0

1. Montrer que ϕ est bien définie et que ϕ ∈ L(E).

2. Déterminer Kerϕ et Imϕ.

Solution : En utilisant les équivalents usuels (ou plus simplement en écrivant le taux d’accrois-

sement de sh en 0), on montre que
shx

x
−−−→
x→0

1. La fonction ϕ(f) est donc continue en 0 et donc

ϕ(f) ∈ E.
Cherchons Kerϕ : Soit f ∈ Kerϕ. Alors ∀x 6= 0, ϕ(f)(x) = 0 et donc ∀x 6= 0, f(x) = 0

et comme f est continue en 0, il vient également que f(0) = 0. Par conséquent, f = 0E . Donc
Kerϕ = {0E}.

Montrons que Imϕ = E. Soit g ∈ E. Définissons

f :











R −→ R

x 7−→

{ x

shx
g(x) si x 6= 0

g(0) si x = 0

On vérifie que f est continue en 0, donc que f ∈ E et que ϕ(f) = g. Par conséquent, Imϕ = E.

Donc ϕ ∈ GL(E) .
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