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Exercice 0.1 ⋆ Pas de titre

Vérifier si les applications entre R-espace vectoriels suivantes sont linéaires ou pas.

1. f :

{

R
2 −→ R

(x, y) 7−→ x− y

2. f :

{

R
2 −→ R

(x, y) 7−→ x+ y + 1

3. f :

{

R
2 −→ R

2

(x, y) 7−→ (x+ y, x− y)

4. f :

{

R
3 −→ R

2

(x, y, z) 7−→ (x− y, x+ z)

5. f :

{

R
3 −→ R

(x, y, z) 7−→ xyz

6. θ :

{

F (R,R) −→ R

f 7−→ f (1)

7. θ :

{

C1 (R) −→ C0 (R)
f 7−→ 2f + f ′

8. θ :

{

C0 (R) −→ R

f 7−→
∫

1

0
f (t) dt

9. θ :

{

S (R) −→ R
2

(un) 7−→ (u0, u1)

10. θ :

{

R [X ] −→ R [X ]
P 7−→

(

X2 + 1
)

P

Solution :

1. Soient α, α′ ∈ R et u = (x, y) , u′ = (x′, y′) ∈ R
2. On a : f (αu+ α′u′) =

f (αx+ α′x′, αy + α′y′) = (αx+ α′x′) − (αy + α′y′) = α (x− y) + α′ (x′ − y′) = αf (u) +
α′f (u′). f est bien linéaire.

2. f (0, 0) = 1. f n’est donc pas linéaire.

3. Soient α, α′ ∈ R et u = (x, y) , u′ = (x′, y′) ∈ R
2. On a : f (αu+ α′u′) =

f (αx+ α′x′, αy + α′y′) = ((αx + α′x′) + (αy + α′y′) , (αx+ α′x′)− (αy + α′y′)) =
α (x+ y, x− y) + α′ (x′ + y′, x′ − y′) = αf (u) + α′f (u′). f est bien linéaire.

4. Par un calcul analogue au précédent, on montre que f est linéaire.

5. On a f (2 (1, 1, 1)) = f (2, 2, 2) = 23 6= 2f (1, 1, 1) = 2. f n’est donc pas linéaire.

6. Soient α, β ∈ R et f, g ∈ F (R,R). On a : θ (αf + βg) = (αf + βg) (1) = αf (1) + βg (1) =
αθ (f) + βθ (g). θ est bien linéaire.
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7. Soient α, β ∈ R et f, g ∈ C1 (R). On a, par linéarité de la dérivation : θ (αf + βg) =
2 (αf + βg) + (αf + βg)

′

= α (2f + f ′) + β (2g + g′) = αθ (f) + βθ (g). θ est bien linéaire.

8. Soient α, β ∈ R et f, g ∈ C0 (R). On a, par linéarité de l’intégrale : θ (αf + βg) =
∫

1

0
(αf + βg) (t) dt = α

∫

1

0
f (t) dt+ β

∫

1

0
g (t) dt = αθ (f) + βθ (g). θ est bien linéaire.

9. Soient α, β ∈ R et u, v ∈ S (R). On a : θ (αu + βv) = (αu0 + βv0, αu1 + βv1) = α (u0, u1)+
β (v0, v1) = αθ (u) + βθ (v). θ est bien linéaire.

10. Soient α, β ∈ R et P,Q ∈ R [X ]. On a : θ (αP + βQ) =
(

X2 + 1
)

(αP + βQ) =

α
(

X2 + 1
)

P + β
(

X2 + 1
)

Q = αθ (P ) + βθ (Q). θ est bien linéaire.
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