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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

Soit un K-espace vectoriel E et deux sous-espaces vectoriels A et B de E. On suppose qu’il

existe un supplémentaire A′ de A∩B dans A et un supplémentaire B′ de A∩B dans B. Montrer

que

A+B = (A ∩B)⊕ (A′ +B′)

Solution :

1. La somme est directe : montrons que (A∩B)∩(A′+B′) = {0E}. Soit x ∈ (A∩B)∩(A′+B′).
Comme x ∈ A′ +B′, il existe (a′, b′) ∈ A′ ×B′ tels que x = a′ + b′. Alors b′ = x− a′ ∈ A et

donc b′ ∈ A∩B. Puisque la somme A ∩B +B′ est directe, il vient que b′ = 0E. On montre

de la même manière que a′ = 0E et donc ensuite que x = 0E.

2. (A ∩B) + (A′ +B′) ⊂ A +B est claire. Soit x ∈ (A ∩ B) + (A′ + B′). Il existe (y, a′, b′) ∈
(A ∩B)×A′ ×B′ tels que x = (y + a′) + b′ ∈ A+B.

3. A + B ⊂ (A ∩ B) + (A′ + B′). Soit x ∈ A + B. Il existe (a, b) ∈ A × B tels que x = a + b.

Comme A = (A ∩ B) + A′, ∃(y1, a
′) ∈ (A ∩ B) × A′ tels que a = y1 + a′. De même,

∃(y2, b
′) ∈ (A∩B)×B′ tels que b = y2+b′. Alors x = y1+a′+y2+b′ = (y1 + y2)

︸ ︷︷ ︸

∈A∩B

+( a′
︸︷︷︸

∈A′

+ b′
︸︷︷︸

∈B′

)

et donc x ∈ (A ∩B) + (A′ +B′).
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