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Exercice 0.1 ). 0. ¢ Pas de titre
On définit dans I'espace E des suites réelles :

F={(zp) eE|YnEN, xni3— Tpnia — Tpi1 +x, =0}
G={(zn) € E|VneN, z,41+xz,=0}
H=A{(xn) €E|YneEN, z,40—2Ty11+z, =0}
Montrer que FF = G & H.

Solution : On montre d’abord que G C F. Si (z,,) € G et sin € N alors 41 + 2z, = 0 et
Tnt3 + Tpto = 0 done Tp43 — Tt — Tl + Tn = —2(Tpt2 + Tpt1) = 0. On montre aussi que
H C F. Soit (zy,) € H et n € N. Alors 435 — Tny2 — Tnt1 + Tn = Tpto — 2Tp41 + T = 0.

1. Montrons que GNH = {0g}. Soit (z,) € GNH. Comme (z,,) € G, on montre que Vn € N,
xn, = (=1)"z¢. En écrivant que (z,,) € H, on trouve que Vn € N, (—=1)"zp[1+2+1] =0 ce
qui montre que xg = 0 et par la suite, (z,) = 0.

2. Montrons que F = G 4+ H. On a déja prouvé que G C F et H C F. Par conséquent,
G + H C F. 1l nous faut montrer que F C G+ H. Soit (z,,) € F. En effectuant une partie
recherche, si (x,) = (up) + (vn) avec (u,) € G et (vy,) € H, puisque (uy,) € G, il existe
A € R tel que (u,) = A((=1)"). En écrivant que (v,) = (z) — (un), puisque (vy,) € H, il

o — 2$1 + X2

faut que vy — 2v; + vg = 0 et par conséquent, on trouve que \ = 1

Partie rédaction : Posons Vn € N,

—2
= 22 Zl 22 gy

-2
Uy = 2,y — w(_l)n

On a bien (uy) + (vn) = (x4), et (uy) € G. Montrons que (v,) € H. Soit n € N,
Unt2 — 20p41 + Un = (Tnt2 — 2@p41 + Tn) — (o — 221 + 22)(—1)"

On montre par récurrence sur n (car (xz,) € F), que cette quantité est nulle pour tout entier
n.
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