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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

E = F(R,R) et F = {f ∈ E; f(0) = f(1) = 0}. Montrer que F est un sous-espace vectoriel
de E et trouver un supplémentaire de F dans E.

Indication 0.0 : Considérer l’ensemble des fonctions telles que ∀x ∈ R \ {0, 1}, f(x) = 0.

Solution : On montre que la fonction nulle est dans F , et que F est stable par combinaison
linéaire. Soit

G = {f ∈ E; ∀x ∈ R, x 6= 0, x 6= 1, f(x) = 0}

On montre sans problème que G est un sous-espace vectoriel de E. Alors F ∩G = {0E} (c’est

clair). Montrons ensuite que E = F +G : soit f ∈ E. Définissons

fF =











R −→ R

x 7−→

{

0 si x = 0 ou 1

f(x) sinon

et fG :








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





R −→ R

x 7−→











f(0) si x = 0

f(1) si x = 1

0 sinon

On a bien, ∀x ∈ R, f(x) = fF (x) + fG(x) et fF ∈ F , fG ∈ G. Finalement, E = F ⊕G.
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