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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

Pour tout x ∈ R, calculer les sommes suivantes :

1. S1 =
∑n

k=0

(

n

k

)

cos kx

2. S2 =
∑n

k=0

(

n

k

)

sin kx

3. S3 =
∑n

k=0

cos kx

cosk x
(avec x 6= π/2 [π]).

4. S4 =
∑n

k=0

sin kx

cosk x
(avec x 6= π/2 [π]).

Solution : Soit x ∈ R.

1. Remarquons que d’après la formule du binôme de Newton et en factorisant par les angles
moitiés :

S =

n
∑

k=0
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n

k

)

eikx =
(

1 + eix
)n

= ei
nx
2

(

e
ix
2 + e

−ix

2

)n

= 2n cosn
x

2
ei

nx
2 .

Mais S1 = Re (S) = 2n cosn
x

2
cos

nx

2
.

2. Et S2 = Im (S) = 2n cosn
x

2
sin

nx

2
.

3. Calculons

S′ =

n
∑

k=0

eikx

cosk x
=

n
∑

k=0

(

eix

cosx

)k

=




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


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













1−

(

eix

cosx

)n+1

1−
eix

cosx

si x 6= 0 [π]

n+ 1 si x = 0 [π]

car on a reconnu une somme géométrique de raison
eix

cosx
. Or cette quantité est égale à 1 si
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et seulement si x = 0 [π]. Si x 6= 0 [π] alors

1−

(

eix

cosx

)n+1

1−
eix

cosx

=
1

cosn x

cosn+1 x− ei(n+1)x

cosx− eix
=

1

cosn x

(

cosn+1 x− ei(n+1)x
) (

cosx− e−ix
)

cos2 x− cosx (eix + e−ix) + 1
=

1

cosn x

(

cosn+1 x− ei(n+1)x
) (

cosx− e−ix
)

sin2 x
=

1

sin2 x cosn x

((

cosn+1 x− ei(n+1)x
)

i sinx
)

=

1

sinx cosn x

(

sin (n+ 1)x+ i
(

cosn+1 x− cos (n+ 1)x
))

Comme S3 = Re (S′), il vient que S3 = n+ 1 si x = 0 [π] et que S3 =
sin (n+ 1)x

sinx cosn x
sinon.

4. De même S4 = Im (S′) = 0 si x = 0 [π] et S4 =
cosn+1 x− cos (n+ 1)x

sinx cosn x
sinon.
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