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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

On considère la partie de R suivante :

A =

{

x2 + 2

x2 + 1
| x ∈ R

}

.

Déterminer, s’ils existent, supA, inf A,minA,maxA.

Solution : Soit x ∈ R. On écrit :

x2 + 2

x2 + 1
= 1 +

1

x2 + 1

Alors on obtient immédiatement que A est minorée par 1. Soit ε > 0. Il existe x ∈ R tel que
1

x2 + 1
6 ε. Il suffit en effet de choisir x >

√

1/ε− 1 si ε 6 1 et x = 0 si ε > 1. Alors

1 6
x2 + 2

x2 + 1
6 1 + ε

et par conséquent, inf A = 1. De plus A ne possède pas de plus petit élément car inf A 6∈ A. En
effet, si 1 ∈ A alors il existe x ∈ R tel que x2 + 2 = x2 + 1 ce qui n’est pas le cas.

Majorons ensuite pour x ∈ R,

1 +
1

x2 + 1
6 1 + 1 6 2

(on a minoré le dénominateur car x2 > 0). Par conséquent, A possède une borne supérieure et
c’est le plus grand élément de A (il suffit de prendre x = 0). En définitive, supA = maxA = 2.
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