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Exercice 0.1 ⋆⋆ Pas de titre

Soient x1, x2, ..., xn, n réels strictement positifs. Montrer que

(x1 + x2 + ...+ xn)
(

x−1

1 + x−1

2 + ...+ x−1
n

)

> n2

Indication 0.0 : On montrera au préalable que : ∀x ∈ R
∗

+, x+
1

x
> 2.

Solution : Soit x ∈ R
∗

+. On a :

x+ 1/x > 2 ⇐⇒ x2
− 2x+ 1 > 0 ⇐⇒ (x− 1)

2
> 0

et donc on a toujours x+ 1/x > 2. Par ailleurs :

(x1 + x2 + ...+ xn)
(

x−1

1 + x−1

2 + ...+ x−1
n

)

=
∑

16i<j6n

(

xi

xj

+
xj

xi

)

+ n

La somme
∑

16i<j6n(xi/xj + xj/xi) contient n2/2 − n termes et d’après l’inégalité précédente,

on peut affirmer que chacun de ces termes est > 2. Il vient donc :

(x1 + x2 + ...+ xn)
(

x−1

1 + x−1

2 + ...+ x−1
n

)

> 2

(

n2

2
− n

)

+ n = n2
− n > n2
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