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Exercice 0.1 ). 8.8.¢ Pas de titre
Trouver tous les polynémes P € C[X] vérifiant :

P(X*)+P(X)P(X +1)=0 (%).

Solution : Soit P un polynéme solution de I’équation et o € C une racine de P. En utilisant
’égalité (x), on montre par une récurrence facile que pour tout n € N, P(a?") = P(a) = 0. Mais
2N

P posséde un nombre fini de racines donc il existe N € N tel que «® = « Forcément, o = 0 ou

alors o ~1 =1, et alors |a| = 1.

Mais I'égalité (x) ameéne aussi P((a — 1)) = P(a)P(a — 1) = 0, donc (a — 1)° est aussi une
racine de P et on doit avoira —1 =0 ou |a — 1| = 1.

Les seules racines de module 1 sont —j ou —j? (a Iintersection des cercles de rayon 1 centrés
respectivement en 0 et en 1) ou 1.

Mais —j ne peut étre une racine de P. En effet, comme (—j —1)? = j, j devrait aussi étre une
racine de P ce qui n’est pas possible car on n’a pas |j — 1| = 1. De méme comme (—j% —1)? = 52,
—42 ne peut étre une racine de P.

En conclusion, les seules racines éventuelles de P sont 0 et 1. Donc P = AX*(1-X)P ot k,p € N

et A € C.. Comme P doit vérifier (x), il vient que A = —1, et finalement | P = X*(1 — X)?| La
réciproque est immédiate.
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