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Exercice 0.1 b ¢ Polynémes réciproques
On appelle polynémes réciproque un polynéme dont la suite des coefficients est symétrique.
Par exemple 1 — 2X + X2 ou 1+ 2X +2X2 4+ X3 sont réciproques. Voir aussi le paragraphe 7?7
p.77.

1. Démontrer qu’un polynéme de degré n est réciproque si et seulement si Vx € K*, P(x) =
x

2. Démontrer qu’un polynéme réciproque de degré impair admet —1 comme racine.

3. On suppose que P = (X + 1)Q. Démontrer que si P est un polynéme réciproque alors Q
P’est aussi.

4. Démontrer que le produit de deux polynémes réciproques est réciproque.

5. Résoudre z° + 3x* — 223 — 222 4+ 3z + 1 = 0. (On utilisera les questions précédentes et on
se souviendra de l’exercice précédent ).

6. On considére la suite de polynémes : Py = 1 et P, = (14nX)P, 1+ X(1-X)P,_;,(n =2 1).
Démontrer que les P,, sont des polynémes réciproques.

Solution :
An,

1 n _
1. Sion pose P(zx) = anx"+an_12" 1 +. . +ajz+ag ona P (—) = a——i— 1 +.. .—I—E—i—ao et
x Tl - x

In

1

donc x" P (—) =ap+an_1z+...+a1z"  +aox™. D’ou le résultat en utilisant le théoréme
T

des valeurs intermédiaires.

1
2. Pour P polynéme réciproque de degré 2p + 1, on a P(—1) = (—1)?’T1P <—1) =—P(-1).
D’ou le résultat.

1
3. Soit n = degP. On a deg@Q = n — 1 et Vo € K* P(z) = a"P <—> On en déduit
%z

P <1> = 2" +1)Q G) doit (z + 1)Q(z) = (= + Da"'Q G) doi Q(z) =

T




1
z"1Q (—) ce qu’il fallait vérifier.
7
4. Soit P et @ deux polynémes réciproques de degrés respectifs n et m. On a P(z) =
1 1
" P (—) et Q(z) = 2™MQ (—) PQ est un polynome de degré nm et on a PQ(z) =
7 x
1 1 1
x"tmp <—> Q <—) ="t PQ (—> ce qu’il fallait vérifier.
x 7

T

5. On a un polynéme réciproque de de degré impair. —1 est racine (évidente 7). On peut fac-
toriser par (z + 1) et on trouve (algorithme de Horner) z° + 3z* — 223 — 222+ 3z +1 = (v +

1 1
1)(2* + 223 — 422422 +1). On est donc amené a résoudre 2 <x2 + = +2 (w + —) = 4) =
% %

1
2?(y?> + 2y — 6) avecy = =+ —. on trouve y = 14+ /7 ouy = 1 — /7. On résout
T

1+ V7 +V4+2V7 ot
, =
2
1—V7+V4-2V7
2

1
donc z + = = 1+ 7 ce qui donne deux racines xr; =

s
1+V7—Va+2V7 $+1

Z =1 — /7 donne aussi deux racines T3 =

2 T
1= VT— 427
- 2
6. Par récurrence, Py = 1 est réciproque. On suppose que P,,_1 lest aussi. On a alors P,,_1(x) =

- 1 o 1 o 1\
" IP, (E) et P! ()= (n—1)2" 2P, (E) —z" 3P (E) D’ou

e )t
% % % % %

= (x+n)Py_i(z) +2" 1P, <$) — 2" p <
= (x+n)P,_1(z) —2’P,_(z)+(n—1)z" P, 1(2) + P, (x) — (n — 1)z"[?P_1(

Poi@)((x+n)+(n—Dz—n+1)+P _(z)-2*+2
Py 1(z)(nx +1)+ P _,(z)z(1 — z).

et x4

sans oublier x5 = —1.

Ce qu'’il fallait vérifier.
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