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Exercice 0.1 ) & ¢ Pas de titre

Soit n € N*. on considére P,, € R[X] défini par P,(X) = (2n — 1)X"*2 — (2n + 1) X" +

X?+X.
1. Calculer le quotient euclidien Q,, de P, par (X — 1)2.
2. Démontrer qu’il existe un unique réel x,, > 0 tel que Qn(z,) = 1.

3. Etablir que la suite (1,,) est convergente et préciser sa limite.

Solution :
1.OnaP,(1)=2n—-1-2n+1)+1+1=0. P, = (2n—1)(n +2)X"*!

—(n+1)2n+

1)X"+2X + 1. Dot P.(1) = 2n — 1)(n+2) — (n+1)(2n+1) +2+ 1 = 0. Donc 1 est

racine de P d’ordre au moins 2 et (X — 1)? divise P,,. On pose la division :

(2n — 1)X"+2  —(2n+ 1)X"+! ool g2
—@n-1DX™2 4(4n-2)X" —2n— X" +.. ‘ (2X_ 1;‘?{111
@n—3)X"1 —@2n-1X" +.. ’ "

II semblerait donc que P, = (2n — 1)X"™(X? — 2z + 1) + P,_1 en posant s’il le faut Py =

—X?2_ X+ X%+ X =0. Vérifions-le :

P+ (2n—DX"(X?-2z+1)= (2n—-3)X "' —2n-1DX"+ X2+ X + (2n—1)X"
= (20 — 1)X™2 4 [(
On en déduit que P, = (X? — 2z + 1) ZQk—l
k=1
2. On a Qu(z) = x +32% + ... + (2n — 1)z". La fonction Q,, est strictement croissante sur

[0, 4+00[, avec Q,(0) = 0 et hm Qn(x) = 400. Donc 'équation Q,(z) =

unique solution positive. Comme Qn( )=n2%, onal<mz,<l.

1 admet une

Pn — 3)

2 —2(2n
—4dn+ 2]+ A

_ 1)Xn+1 _



3. 0n a Quy1(n) = Qn(zn) + (2n + 1ap*! =14 (2n + )23 > 1 = Quy1(2n+1). Dong,
comme Q11 est croissante, la suite (x,,) est strictement décroissante. Comme elle est mino-
rée par zéro, elle converge. Soit £ = lim x,. Pour z € [0,1[, on a lim (2n — 1)z"™? =0 et

n—o0 n— oo

(2n —1)z"2 - 2n+ D2z + 22 4+ z z? +

. n+1 __ o —
nhﬂn;o@n + Dz = 0. Donc nhﬂngo w1 = GoE On
224z
pose Q(ZZ?) = m

On al-— Q(é) = Qn(xn> - Q(In) + Q(In) - Q(ﬁ) Pourn > 2, ona0 <z, < 22 =

v13 -1 1
3T < > D’aprés la continuité de la fonction @ sur [0,1[ on a lim Q(z,) — Q(¢) = 0.
n—oo
2n — )22 — (2n + D)an*!

Par ailleurs, Qn(vy) — Q(zn) = (2n )x?x _(1)Z+ i donc |Qn(zn) — Q(zn)| <
1\""'2n—1+2n41 1
= noltentl et comme — < 1—x, <1, on a —— < 4 (toujours pour
2 (X, —1)2 2 (2 —1)2

n > 2). On en déduit que lim Qn(z,) — Q(z,) =0.
n—oo

1
Finalement, 1 — Q(¢) =0, donc £* + ¢ = (> —2(+ 1 d’ou { = 3"
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