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1 Groupes et Arithmétique : Chapitres choisis

1.1 Construction de Z a partir de N

En supposant connues les propriétés élémentaires de ’ensemble N et de ’addition des entiers na-
turels, nous allons donner une construction rigoureuse de Z et de ’addition des entiers relatifs. Dans
cette construction, Z apparaitra sous forme d’un quotient de N x N par une relation d’équivalence.
Ce paragraphe est aussi 'occasion de rappeler les notions de relation d’équivalence et d’ensemble
quotient, notions centrales pour le reste du cours.
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DEFINITION 0.1 relation sur X

Soit X un ensemble. Une relation sur X est un ensemble R C X x X de couples d’éléments de
X. On écrit xRz’ au lieu de (z,2") € R. Une relation R est une relation d’éguivalence si elle est

— réflexive (i.e. pour tout « € X, on a zRx)
— symeétrique (i.e. on a équivalence entre xRz’ et 2’ Rx quels que soient z, 2’ € X)

— transitive (i.e. les conditions xRz et &’ Rz” impliquent que zRx" quels que soient z, z’, 2" €

X)

- /

Ezxemple 0.1

— Soit V I’ensemble des villes de France. On définit une relation R sur V en déclarant que vRv’
signifie que v et v’ se trouvent dans la méme région. Il est facile de vérifier qu’il s’agit d’une
relation d’équivalence.

— Soit X = N x N et définissons R par

(z,y)R(z",y) o x+y =y+a



Par exemple, on a (0,1)R(1,2) et (1,2)R(2, 3). La réflexivité et la symétrie de R résultent de
la commutativité de ’addition des entiers positifs. Montrons que R est transitive. En effet,
par définition, les conditions (z,y)R(z’,y’) et (2',y")R(z”,y") équivalent aux équations

I"'y/: y_"_x/x/_'_y//: y/_"_x//
En rajoutant la premiére a la seconde on obtient
I+y/+$/+y//:y+$/+y/+IN

ou encore
z4y" + (@ +y) ="ty + @ +y).

Or on sait que la loi d’addition sur N est réguliére c’est-a-dire qu’'une égalité a +c = b+ ¢
implique a = b quels que soient a,b,c € N. Il s’ensuit que = + 3"’ = 2" + y c’est-a-dire que
(x,y)R(z"”,y"). Notons que dans cette démonstration, nous avons utilisé 1’associativité, la
commutativité et la régularité de ’addition des entiers naturels.

(DEFINITION 0.2  classe d’équivalence de x par rapport a R
Soit X un ensemble et R une relation d’équivalence sur X. Pour x € X, on pose

Rf={r'eX|zRe' } C X

et on appelle classe d’équivalence de x par rapport ¢ R cette partie de X . Par définition, I’ensemble
X/R est formé des classes 77 d’éléments z € X. On appelle X/R le quotient de X par la relation
d’équivalence R. On définit application quotient (=la projection canonique) q : X — X/R par
q(x) = TZ. Une partie de X est un systéme de représentants pour R si elle contient un élément

(de chaque classe d’équivalence et un seul.

/

Ezxemple 0.2

— Dans l'exemple des villes de France (voir ci-dessus) la classe d’équivalence d’une ville v est
formée de toutes les villes qui se trouvent dans la méme région que v. En particulier deux
classes T et v/ sont égales ssi v et v’ se trouvent dans la méme région. Les éléments de V/R
sont des ensembles de villes, deux villes étant regroupé dans un méme ensemble ssi elles se
trouvent dans la méme région. On a donc une bijection

X/R = {régions de France} , T + la région ou se trouve v.

Il existe beaucoup de systémes de représentants. Par exemple, I’ensemble Vj formé des capitales
des régions en est un. L’ensemble V; formé des villes les plus éloignées de la capitale dans leur
région en est un autre.

— Dans le cas de 'exemple X = N x N et de la relation R introduite ci-dessus on vérifie que
(z,y)R(z',y’) si et seulement si I'une des deux conditions suivantes est remplie
— ilexisted e Ntelque ' =z +dety =y+d
— ilexisted e Ntel que z =2’ +d et y =y +d.



Ainsi, deux éléments appartiennent & une méme classe d’équivalence si on peut passer de 'un
a lautre en ajoutant un méme entier naturel aux deux coordonnées. Les classes sont donc des
‘parties diagonales’ du plan N x N :
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Il y a beaucoup de systémes de représentants. Par exemple

Xo={0} x NUNx {0} ={...,(0,3),(0,2),(0,1),(0,0),(1,0),(2,0),...}

en est un. On définit 'ensemble Z,, (Z axiomatique) comme étant I’ensemble quotient (N x
N)/R.



LEMME 0.1 Propriété universelle de X/R

Soit X un ensemble, R une relations d’équivalence sur X et f : X — Y une application constante
sur les classes d’équivalence par rapport a R (c’est-a4-dire qu’on a f(z) = f(2’) a chaque fois que
xRz"). Alors il existe une application g : X/R — Y et une seule telle que f = gogq. Réciproquement,
toute application de la forme g o g est constante sur les classes d’équivalence.

X/R

Remarque 0.1  Le lemme signifie que la régle g(Z) = f(x) définit une application g : X/R — Y
si et seulement si on a f(x) = f(z') quels que soient x, 2’ € X vérifiant xRz’

Démonstration On pose ¢(T) = f(z). 1l s’agit de vérifier que f(x) est indépendant du représentant

x de la classe T. Or si &’ en est un autre, c’est-a-dire que T = «’, alors par définition, on a xRz’ et donc

f(@) = ). o

Ezemple 0.3 1l existe une application g : Z,; — Z et une seule telle que g((z,y)) =z —y. En
effet, si (z,y)R(2',y’) alors x +y' = y + 2’ et donc x — y = o’ — 3. L’application g est bijective :
En effet, elle est surjective car sin € Z, on a n = g((n,0)) sin > 0 et n = g((0, —n)) si n < 0. Elle
est injective car sion a © —y =2’ — ¢/, alors x + ¢y = 2’ + y c’est-a-dire que (z,y)R(z’,y’) et que
(z,y) = (2',y").

(LEMME 0.2 Addition sur Loz
Il existe une application
Zam X Z(IZL‘ % Z(IZL‘

et une seule telle que

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d).

| J

Démonstration 1ls’agit de montrer que (a + ¢,b+d) = (a’ + ¢/, + d’) si (a,b)R(a’, V") et (c,d)R(c’,d").
Nous laissons au lecteur le soin de cette vérification.



(DEFINITION 0.3 groupe h
Un groupe est un couple (G, *) formé d’un ensemble G et d’une application

*:GxG—=G, (g,h)—>g*h

appelée la lot du groupe telle que

— la loi % est associative (i.e. on a (z *y) x 2 = z * (y * z) quels que soient z,y,z € G)

— la loi x admet un élément neutre (i.e. il existe e € G tel que z xe = e x x = = quel que soit

z € Q)

— tout élément x de G admet un inverse 2’ pour la loi x (i.e. ona z 2’ = e =2/ x 1)

L Un groupe (G, ) est commutatif sion a xxy =y 2z quels que soient z,y € G.

Remarque 0.2

— Si les conditons a) et b) sont vérifiées, alors I’élément neutre e est unique. En effet, soient e
et ¢ deux éléments neutres. Alors on a e = e x e’ (car €’ est neutre) et ex e’ =€’ (car e est
neutre) et donc e = ¢€’.

— Si les conditions a), b) et ¢) sont vérifiées, ’élément inverse z’ de la conditon c) est unique.
En effet, supposons que z’ et z” sont deux éléments inverses & x. Alors on a

=a'xe=a"x(@x2")= (2 xx)x2" =exa” =2".

On note ! 'élement inverse de I’élément z.

Ezxemple 0.4

— Le couple (N, 4) vérifie a) et b) (pour e = 0) mais non pas c) car I’équation n+n’ = 0 n’admet
pas de solution n’ € N si n > 0.
— Le couple (Zgy,+) est un groupe. En effet, on vérifie facilement 1’associativité. L’élément

neutre est la classe de (0,0). L’inverse de la classe de (a,b) est la classe de (b,a)! En effet,
nous avons

(a,b) + (b,a) = (a+b,a+b) = (0,0).

(LEMME 0.3 Propriété universelle de Z,,
Soit ¢ 'application -

t:N—=Zgz, n— (n,0).
On a t(n+n') =t(n) +¢(n') et si ¢ : N — G est une autre application de N vers un groupe G
telle que ¢p(n +n') = ¢(n) x p(n’), alors il existe une application @ : Zy, — G et une seule telle
(que a) o= ¢ et b) Y(z +2') = ¢(x) xY(2’) quels que solent z, 2’ € Zg,.

J

Remarque 0.3 On peut interpréter ce lemme en disant que Z,, (et donc Z) est le groupe
universel contenant N.

Démonstration



Il est immédiat que ¢ est additive. Supposons donnée une application ¢ comme dans I’énoncé.
Définissons f : N x N — G par f((a,b)) = ¢(a) * ¢(b)~'. Montrons que f induit une application
Zaw — G, Supposons que (a,b)R(a’,b’) et donc que a + b = b+ a’. Alors pour montrer que

Ha)p(d) " = d(a")o(v) !
il suffit de montrer que
$(a)p(b) ' d(b)(b)) = p(a")(b) B ()$(b).
En utilisant que ¢(b)p(b') = ¢(b+b") = ¢(b')d(b) nous sommes ramenés a montrer que
a

(
$(a)p(b') = p(a')(b)

ce qui est clair car ¢(a)p(b’) = ¢(a+ V') et ¢(a’)p(b) = ¢(a’ + b). Montrons I'unicité de 1. En effet, si
1 et ¢’ vérifient les hypothéses, nous avons

¥((n,0)) =P o(n) = ¢(n) =" ou(n) = ¢'((n,0)).

En outre, si z' = (0,n), alors 1(z') et ¢'(z') sont tous les deux inverses de ¥ (z) = ¥'(z) ot z = (n,0).
Donc ¢(z') = ¢'(2'). Comme les (0,n) et les (n,0), n € N, forment un systéme de représentants des
classes d’équivalence par rapport a R, il s’ensuit que 1) = )’.

1.2 La division euclidienne et ses conséquences

LEMME 0.4 division euclidienne
Soient a € Z et b € Z \ {0}. Alors il existe ¢ € Z et r € {0,1,...,]b] — 1} tels que

a=qgb+r.

En outre, ¢ et r sont uniques.

Exemples. On a 15 =2 x 7+ 1 ce qui est une division euclidienne. On a aussi —15 = (—2) x
7+ (—1) ce qui n’est pas une division euclidienne, car le reste d’une division euclidienne est positif,
par définition. Par contre, —15 = (—3) x 7 4 6 est bien une division euclidienne.

Démonstration On considére ’ensemble R formé des entiers a — pb, ot p € Z. Puisque b est non nul,

Pensemble R contient des nombres positifs. Donc I'intersection R NN est non vide. Elle admet donc un

élément minimal. Appelons r cet élément et définissons q par 1’égalité a — qb = r. Montrons que r < |b].

Soit € le signe deb (e =1sib>0ete=—1sib<0).Sinous avions r > |b|, nous pourrions enlever €b

des deux cotés de I'égalité a — qb = r pour trouver un nombre

r—eb=a—(q+¢e)b

qui appartiendrait encore a R NN mais qui serait strictement inférieur a r. Contradiction. On a donc
bien r € {0,1,...,]b] — 1}.
Montrons I’unicité. Si nous avons

qb+r:a:q/b+r',

alors (g — ¢')b = r — r'. Puisque v et v’ sont positifs et strictement inférieurs a |b|, il s’ensuit que
lg — ¢'||b] = |r — | < |b]. Comme |b| # 0, nous avons |¢ — ¢'| < 1. Or, |¢ — ¢| est un entier positif et
donc |qg — q'| =0 et ¢ = ¢'. Par conséquent, nous avons aussir =a—qb=a—q b=r".



(DEFINITION 0.4 sous-groupe
Soit (G, *) un groupe. Un sous-groupe de (G, *) est une partie H C G telle que

— L’élément neutre e de G appartient & H.
— On a h*h' € H quels que soient h,h' € H.
— Onah™! e H quel que soit h € H.

Remarque 0.4

— Si H est une sous-groupe de (G, x), on définit une loi *y : H x H — H par
hsxg h' =hxh'.

Il est clair que (H,*g) est un groupe.
— Quel que soit le groupe (G, ), les parties G et {e} sont toujours des sous-groupes.
— Pour tout n € Z, la partie
nZ ={nx | x € Z}

est un sous-groupe de (Z,+). D’aprés le théoréme ci-dessus, on obtient ainsi tous les sous-
groupes de (Z,+).

THEOREME 0.5
Tout sous-groupe H de (Z,+) est de la forme H = nZ pour un n € Z unique au signe prés.

Démonstration

Si H = {0}, alors H = 0Z et il n’y a rien a démontrer. Supposons donc que H # {0}. Alors I’ensemble
des normes |z| > 0 d’éléments de H est non-vide. Soit n € H tel que |n| est non nul et minimal. Je dis
que H = nZ. En effet, puisque H est un sous-groupe qui contient n, il contient nZ. Réciproquement,
soit a € H et soit a = gn+r la division euclidienne de a par n (rappelons que n # 0). Si on avait r # 0,
alors r = q — qn serait un élément de H non nul et de norme strictement inférieure a celle de n. Donc
nous avons r = 0 et a = qn appartient a nZ.

Montrons I'unicité. En effet, si nZ = n'Z, nous avons n = xn’ pour un x € Z et n' = x'n pour un
x' € Z. Donc n = xz'n. Nous avons soit n = 0, et alors nZ = {0} et n’ = 0, soit n # 0 et alors 1 = xa’
et donc x = 1 et n’ = &n.

Remarque 0.5  Si H et H’' sont deux sous-groupes de (Z,+), on pose
H+H ={z+2 |z € Hetaz' € H}.

On vérifie aussitot que H + H' est encore un sous-groupe de (Z,+). D’apreés le théoréme, si a et
b sont deux entiers, il existe un entier ¢ unique au signe prés tel que

aZ + bZ = cZ.

Nous allons voir que c est en fait le plus grand commun diviseur de a et b.



DEFINITION 0.5  divisible
Soient a,b € Z. On dit que a est divisible par b s’il existe q € Z tel que a = ¢b. Dans ce cas, on
dit aussi que a est multiple de b, que b divise a ou que b est diviseur de a. On écrit bla.

Remarque 0.6
— Le nombre 15 est divisible par 1,3,5,15,—1,—-3,—5 et —15!

— Le nombre 0 est divisible par tout entier. Par contre le nombre 1 n’est divisible que par 1 et
—1. En effet, si on a 1 = gb, alors 1/|b| est un entier non nul et < 1. Donc b = +1.

— Supposons b # 0. Alors la division euclidienne de a par b est bien définie et a est divisible
par b ssi le reste de la division euclidienne de a par b s’annule.

[ DEFINITION 0.6 plus grand diviseur commun

Soient a, b € Z tels que (a,b) # (0,0). Alors le module d’un diviseur commun & a et b est borné par
max(|al, |b]) et il existe donc un plus grand diviseur commun a a et b. On le note PGCD(a, ). Les
|nombres a et b sont premiers entre euz si PGCD(a,b) = 1. Sia =b =0, on pose PGCD(a,b) = 0.

(LEMME 0.6 Bézout )
Soient a,b € Z. Alors
aZ+bZ = PGCD(a,b) Z.

En particulier, on a équivalence entre

— Les entiers a et b sont premiers entre eux.

— On a aZ + bZ = 7.

— L’équation ax + by = 1 admet une solution (z,y) € Z2.
S J

Remarque 0.7

— L’équation ax + by = 1 est dite équation de Bézout. Si (a,b) # (0,0), elle admet toujours
des solutions (z,y) € Q2 mais pas nécessairement dans Z2.

— 1l s’ensuit du lemme que tout diviseur commun ¢ de a et b divise PGCD(a, b) (car il divise
ax + by quels que soient z,y € Z).

Démonstration

Supposons que aZ + bZ = cZ avec c positif. Comme a € cZ et b € ¢Z, le nombre c est un diviseur
commun de a et b. Donc ¢ < PGCD(a,b). De autre coté, PGCD(a,b) divise a et b et donc tout élément
de aZ + bZ. En particulier, PGCD(a,b) divise c. Il s’ensuit que ¢ = PGCD(a, b).

Il est ainsi clair que i) est équivalent a ii). Il est aussi clair que I) implique iii). Réciproquement, si iii)
est vérifié et z € Z, il suffit de multiplier ’équation ax+by = 1 par z pour conclure que z = a(zz)+b(zy)
appartient a aZ + bZ et donc que Z = aZ + bZ.



LEMME 0.7 Gauss
Soient a,b,c € Z. Si a divise bc et que a et b sont premiers entre eux, alors a divise c.

Démonstration
D’aprés le lemme de Bézout, il existe x,y € 7Z tels que ax + by = 1. Nous multiplions cette galité
par ¢ pour obtenir
acx + bcy = c.

Puique a divise acx et bey, il doit diviser axc + bcy = c.

DEFINITION 0.7 premier
Un nombre premier est un entier > 1 dont les seuls diviseurs positifs sont 1 et lui-méme.

Remarque 0.8
— Le nombre 1 n’est pas premier.
— Les nombres 2,3,5... sont premiers.

— Un nombre premier est un entier positif qui admet exactement deux diviseurs positifs.

LEMME 0.8 Euclide
Soit p un nombre premier et a,b € Z. Si p divise ab alors p divise a ou p divise b.

Démonstration Sip ne divise pas a, alors a et p sont premiers entre eux, car les seuls diviseurs de p
sont 1 et lui-méme. D’aprés le lemme de Gauss, p doit alors diviser b. De méme, si p ne divise pas b, il
doit diviser a.

Remarque 0.9

— L’affirmation de ce lemme est fausse si on omet ’hypothése que p est premier. Par exemple
le nombre 3 x 5 divise le produit (2 x 3) x (5 x 7) mais il ne divise ni 2 X 3 ni 5 X 7.

— Soient p et p1,...,p, des nombres premiers. Montrons que si p divise p; - - - p,, alors p = p;
pour un ¢. En effet, si » = 1, il n’y a rien a démontrer. Si r > 1, et que p divise le produit
p1 X (p2 -+ pr), alors d’aprés le lemme d’Euclide, p divise p; ou p divise ps - - - p,.. Dans le
premier cas, nous avons p = p; et dans le second p = p; pour un 7 > 2, d’aprés ’hypothése
de récurrence.

THEOREME 0.9 Décomposition en facteurs premiers
Soit n > 1 un entier et soit p1, ps . . . la liste des nombres premiers (exhaustive et sans répétitions).
Alors il existe des entiers m; € N uniques et nuls sauf pour un nombre fini d’entre eux tels que

— M1 ,,Mm2,,m3
n_pl p2 p3




Remarque 0.10  Comme presque tous les m; sont nuls, presque tous les facteurs dans 1’écriture
Pyt py?ps'® -+ - valent un. Il s’agit donc en effet d’un produit avec un nombre fini de facteurs.

Démonstration Montrons 'existence de ’écriture par un raisonnement récursif : Sin = 1, on pose
R . ; . P .

m; = 0 pour tous les i. Sin > 1 alors soit n est premier, soit n = n'n’’ pour deux nombres strictement

inférieurs a n. Dans le premier cas, il existe un nombre premier p; dans la liste et un seul tel que n = p;.

On pose m; = 0 pour i # j et mj = 1. Dans le second cas, I’hypothése de récurrence nous donne les

écritures

/ / 1" 1
! 77L1 77L2 "o 77L1 m2
n= P P "N = P Pa” .
En multipliant nous trouvons
711,1 +m,1, m,2+m’2’ .

n=p Py
Montrons 'unicité de I’écriture. Supposons donc que

’ ’
— M1, M2 — 12
n=p; P2~ """=P1 Pa" """~
Montrons que m1 = m) (la démonstration pour les autres m; est la méme). Nous procédons par
récurrence. Si m1 = 0, alors p ne divise pas n (sinon il serait égal a I'un des p; d’aprés la remarque

ci-dessus). Donc m} = 0. Si m1 > 0, alors p1 divise n. D’aprés la remarque ci-dessus, p1 doit apparaitre
dans I’écriture

’ ’
— 1, M2
n = pl p2 CECECE
Donc m} > 0. En divisant par p1 nous trouvons
’ ’
mi—1_mo _ mi1—1 my
pl p2 e e — pl p2 CECECI

et par I’hypothése de récurrence, il s’ensuit que m1 — 1 = mj — 1. Donc m1 = mj.
Remarque 0.11

— Ce théoréme a des conséquences étonnantes. Par exemple, d’aprés 'unicité, 'application
NXxNxXxN =N, (my,me,mg) — 2™ x 3™ x 53

est injective! Donc le cardinal de N x N x N est inférieur a celui de N. (Bien str, on sait par
ailleurs que ces deux cardinaux sont égaux).

— Si nous avons
n=p"pypgt
comme dans le théoréme, alors les diviseurs positifs de n sont exactement les nombres
! m/ m/2 m;
n =py Py Py

ou m} < m; pour tout i. En effet, il est clair que ces nombres divisent n. Réciproquement
supposons que n = n'n’” et que nous avons les décompositions

’ ’
I __ my Mo
n = Py P27
" "
no__ my My
no = P D2
En multipliant nous trouvons
7’ 1" 7’ 1"
__ M1, ,m2,ms3 _ mitmy motmy
n=py Py "P3 =P Do :

Par l'unicité, il s’ensuit que m; = m} + m! pour tout . Donc on a bien m; > mj.



— Nous déduisons de b) que le nombre de diviseurs de n est égal & (mq + 1) (ma+1)---.

— Supposons que nous avons les décompositions

— my, M2, M3
n= by Py "pP3
’ ’ ’
I __ my, My Mg
n = pp PyP3” -

Alors il s’ensuit de b), que nous avons

PGCD(n,n) = prlnin(mhm/l)p;nin(mz,m/z) .--PPCM(n,n’) = p;nax(mhm'l)p;nax(mg,m;) o

ot PPCM(n,n’) désigne le plus petit commun multiple de n et n’. On en déduit que

n x n' = PPCM(n,n’) x PGCD(n,n’).

1.3 Congruences

(DEFINITION 0.8 Z/nZ est de cardinal n.
Soient n > 1 un entier et a,b € Z. On dit que a est congru & b modulo n s’il existe un k € Z tel
que a = b+ kn. On écrit alors

a=b(n)oua=,boua=>bmodn.

Remarque 0.12  On a a = b (n) si et seulement si a et b ont le méme reste dans la division
euclidienne par n. En effet, si nous avons a = gn+r et b = ¢n+r,alorsa =b+ (¢ — ¢ )n et
a =b (n). Réciproquement, sia =gn+r et b=¢ n+ 1" et que a = b+ kn, alors

a=b+kn=q¢dn+r+kn=( +k)n+r' =qn+r

et par l'unicité de la division euclidienne, il s’ensuit que r =7’ (et ¢ = ¢’ + k).

Ezemple 0.5 Nous avons 6 = —15 (7) car 6 = —15+ 3 x 7. Notons que —15 a effectivement le
méme reste que 6 pour la division euclidienne par 7 car —15 = (—3) x 7 + 6.

(LEMME 0.10

— La relation =,, est une relation d’équivalence.

— Sia=d (n)etb="0 (n),alorsa+b=da"+b (n) et ab=a’b’ (n). Dans ce cas, on a aussi
a™ = a'™ (n) pour tout m € N.

— Les nombres 0,1,...,n — 1 forment un systéme de représentants des classes par rapport a

=,.
\ J




Démonstration

a) La relation est réflexive car nous avons a = a + 0 X n pour tout a € Z. Elle est symétrique car si
nous avons a = b+ kn alors nous avons b = a+ (—k) n. Elle est transitive, car si nous avons a =b+kn
et b=c+In, alors nous avons a = (c+1In) +kn=c+ (I + k) n.

b) Supposons que a = a’ + kn et queb="b +1In. Alorsa+b=a +b + (k+1)n et

ab=(a"+kn)(t' +1n)=ad bt +a'ln+knb + kinn =a’' b’ + (a’'l + kb’ + kin) n.

La derniére affirmation s’ensuit par récurrence sur m.

c) Tout a € 7 est équivalent par =, a un et un seul des nombres 0,1,...,n — 1. En effet, cette
affirmation est une reformulation de I'existence et de 'unicité du reste dans la division euclidienne de a
par n.

N

(- ~
DEFINITION 0.9

On pose
Z/nZ = 7] =, .

On note "@ ou @ (ou méme a) la classe de a € Z. Les éléments de Z/nZ sont donc les @, a € Z.
On munit Z/nZ des deux lois

+ 1 Z/nZ x Z/nZ — Z/nZ, (@,b)—a+b:=a+b :Z/nZ x Z/nZ — Z/nZ, (a@,b)r~ a-bf

. J/

Remarque 0.13

— Grace au lemme ci-dessus les deux lois sont bien définies.

— Par définition de la notion de ‘classe d’équivalence’, nous avons

n—

@ = "bsiet seulement si a = b (n).

Par conséquent, deux classes @ et b sont égales ssi les restes de a et b par la division euclidienne
par n sont égaux.

— D’aprés le lemme ci-dessus, les classes

0,1,....,n—1

sont distinctes deux a deux et toute classe est égale & une d’entre elles. Ces classes constituent
donc la liste (exhaustive et sans répétitions) des éléments de Z/nZ. En particulier, Z/nZ est
de cardinal n.

1.4 Critéres de divisibilité

Soit
N =1001001001001001001001001.

Le nombre N est-il premier ? Non. Il est divisible par 3 car la somme de ses chiffres est divisible
par 3. De fagon générale, on sait qu’un nombre est divisible par 3 ssi la somme de ses chiffres I’est.
De méme pour 9 au lieu de 3. On sait aussi qu’un nombre est divisible par 11 ssi la somme alternée
co — 1+ c2 — ... de ses chiffres 'est (co est le chiffre des unités, ¢; celui des dizaines, ...). La

(=)



divisibilité par 7, par contre, ne semble étre reliée ni & la divisibilité par 7 de la somme ni a celle
de la somme alternée de ses chiffres comme le montrent les exemples 7,14, 21, .. ..
En fait, nous allons voir qu'un nombre est divisible par 7 si et seulement si c’est le cas pour le
nombre
Co—|—301—|—202—03—3C4—265+CG—|—3C7—|—208—09—3610—...

Par exemple, le nombre 100100100100 est divisible par 7. Plus généralement, tout nombre dont
I’écriture décimale est 3-périodique et comporte un nombre de chiffres divisible par 6 est divisible
par 7.

Ces faits trouvent leur explication a l'aide de deux outils : 1) le calcul des congruences et 2) le
calcul des restes de puissances. Le lemme suivant élucide le réle que joue le calcul des congruences :

(LEMME 0.11 )
Soit n > 2 un entier et a;,7 € N une suite d’entiers telle que

a; = 10° (n) pour tout i € N.

Soit N € N et soient cg,c1,...,¢s € {0,...,9} les chiffres de son écriture décimale (co=unités,
...). Alors nous avons
N = agcp + a1e1 +ascs + ... + ases(n).

\En particulier, N est divisible par n si et seulement si agco +ai1c1 + ...+ ascs est divisible par n. )

Démonstration Par définition de I’écriture décimale, on a
N=co+ecr x10+c2 x 10* +¢c3 x 10> 4+ - + ¢ x 10°.
Puisque 10° = a; (n), les régles du calcul des congruences nous permettent de conclure que
N = coao + c1a1 + c2a2 + czaz + ... + crar(n).

Ezxemple 0.6  Déduisons le critére de divisibilité par 7 que nous avons évoqué plus haut. Pour
pouvoir appliquer le lemme, il nous faut calculer une suite d’entiers a; tels que a; = 10" (7). La
suite des a; vérifie donc les congruences

ap= 1(Taj41= 3a; (7)
(car 10 = 3 (7)). Pour ay, ... ag, nous trouvons
1,3,2,—1,-3,-2,1.

Donc ag = ag (7) et par récurrence, on trouve que a; = a;4¢ (7) pour tout ¢ € N. Pour la suite des
a;, on peut donc choisir la suite 6-périodique suivante

1,3,2,-1,-3,-2,1,3,2,-1,-3,-2,1,3,2,—-1, -3, -2, ...
D’aprés le lemme, il s’ensuit que N est divisible par 7 ssi c’est le cas pour le nombre

co+3c1 +2c0 —c3 —3cq4 —2¢5+cg+ 3¢+ 2¢cg —cg —3ci9— - ..

ot les ¢; sont les chiffres de 1’écriture décimale de N (co=unités, ¢;=dizaines, ...).



1.5 Généralisation a d’autres systémes de numération

Le fondement mathématique des systémes de numération est le lemme suivant :

LEMME 0.12
Soit b > 2 un entier. Pour tout entier N € N, il existe des entiers uniques ¢; € {0,...,b— 1},
1 € N, nuls sauf pour un nombre fini d’entre eux, tels que

N=co+eib+eb®+-- +eb+---

> Notation 0.7 Dans la situation du lemme, si N # 0 et que ¢; est le dernier coefficient
non nul, nous écrivons
N = [CS, Cs—1,---,C1, CO]Z)'

et nous appelons I'expression a droite [’écriture de N en base b. Il nous arrivera d’omettre les
crochets et les virgules comme dans ’exemple suivant

199510 = 111110010115 = 37135 = 1330234

Dans les cas de b = 2, 8 et 16, on parle de ’écriture binaire, octale et hexadécimale, respectivement.
Si b excéde 10, les ‘chiffres’ de 10 & b sont représentés par les premiéres lettres de 'alphabet. Par
exemple, les chiffres du systéme hexadécimal sont 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, A, B,C, D, E, F. Ainsi on a

199519 = 7CBjs.

Démonstration
On prouve d’abord D'existence par récurrence sur n. Pour n = 0 on pose ¢; = 0 pour tout i € N.
Supposons n > 0. Effectuons la division euclidienne par b

n=qb+r.
D’aprés ’hypothése de récurrence, le nombre q s’écrit
g=cp+cib+ -+ b’

et donc
n:r+cf)b+c'1b2+~~~+c;bt+1

On pose donc cop = r et ¢; = c¢;_, pour i > 0. Montrons I’unicité. Si nous avons
n=co+cib+eob® + - =do+dib+dob® + -

alors co = do car les deux apparaissent comme le reste de la division euclidienne de n par b. Nous
enlevons cop = do des deux cotés et nous divions par b pour obtenir

(n—CQ)/b:C1 +ceob+ - =di +dob+ -

L’unicité s’ensuit par récurrence sur n.



(LEMME 0.13
Soit n > 2 un entier et a;, i € N, une suite d’entiers tels que
b = a; (n).
Soit N € N et ¢;, i € N, les chiffres de son écriture en base b (co=unités, ...). Alors on a

N = apcp + a1c1 + azea -+ (n).

(En particulier, IV est divisible par n, si c’est le cas pour agco + aici + asca - - - )

Démonstration La démonstration est analogue & celle du cas b = 10.

Ezxemple 0.8
— Nous avons 8 = 1 (7). Donc un nombre est divisible par 7 ssi la somme des chiffres de son
écriture octale est divisible par 7.

— Nous avons 16° = (—1)? (17). Donc un nombre est divisible par 17 ssi la somme alternée des
chiffres de son écriture hexadécimale est divisible par 17.

1.6 L’algorithme d’Euclide-Bézout

Soient a, b, c € Z tels que (a, b) # (0,0). L’algorithme suivant sert a calculer le PGCD(a, b) et la
solution générale (z,y) € Z? de 'équation de Bézout

ax+by=c.

L’algorithme se présente sous forme d’un tableau. Dans une premiére étape on remplit les deux
premiéres lignes comme indiquées dans le tableau ci-dessous. Le coefficient ¢; n’est pas défini; le
coeflicient ¢o est le quotient de la division euclidienne de a par b. Les lignes suivantes se calculent
chacune en fonction des deux précédentes comme indiquée ci-dessous.

k Tk QK Tk Yk

1 a * 1 0

2 b Q2 0 1 a = @2 b+ r3 est une div. eucl.

3 T3
k-1 Tp—1 k-1 Th-1 Yk—1

k Tk qk Tk Yk Tk—1 = qkx Tk + Tk+1 est une div. eucl.
k+1 Tk+1 Qk+1 Tkl Yk+1  Thtl = Th—1 — QkTk, Yh+1 = Yk—1 — qkYk

N Y qn TN YN

N+1 ryp1=0 x TN+1  YN+1

La premiére colonne contient donc les restes des divisions euclidiennes successives, la deuxiéme



colonne les quotients et les deux derniéres colonnes des coefficients xy, yi tels que a xp + byr = 7%

(voir la démonstration ci-dessous).
Les coefficients de la premiére colonne forment une suite strictement décroissante de nombres

positifs entiers. Par définition, N est le plus petit entier avec ry4+1 = 0.
Théoréme. On ary = PGCD(a,b). Si PGCD(a,b) divise ¢, la solution générale de I’équation

ax+by=c

est donnée par

c
—_—— l
PGCD(a, by N TN+

c
= — l

Y PGCD(a,b) YN T IYNt+1

oul € Z. Si PGCD(a,b) ne divise pas c, I’équation ax +by = ¢ n’admet pas de solution (z,y) € Z>.

Exemple. Nous cherchons le PGCD(198,75) et toutes les solutions de I’équation 198z + 75y =

PGCD(198, 75). Nous obtenons le tableau

ke g w Yk
1 198 « 1 0
2 75 2 0 1
3 48 1 1 —2
4 27 1 -1 3
5 21 1 2 -5
6 6 3 -3 8
7 3 2 11 —-29
8 0 *  —2b 66

Ainsi PGCD(198,75) = 3 et la solution générale de I’équation 198z + 75y = 3 est donnée par

T = 11 — 251
—29 + 661

oul € Z.

Notons que 25 = 75/3 et 66 = 198/3. Notons aussi que les derniéres deux colonnes sont des suites
alternées et que les modules de xj, yi sont strictement croissants pour k£ > 3. En particulier, nous
avons 0 < zny < —(—25) et —66 < yn < 0. La solution (xn,yn) est la seule avec ces propriétés.
Les coefficients ¢ apparaissent dans 'identité

w8_2+ 1
G I
1+#%-

Voir les exercices aprés la démonstration.

Démonstration. Notons d’abord que I'algorithme s’arréte. En effet, 751 est le reste d’une division
euclidienne par 7. Donc 741 est compris entre 0 et 7, — 1. Les 7 forment donc une suite strictement
décroissante de nombres positifs entiers. Une telle suite doit aboutir a zéro aprés un nombre fini
d’étapes.



Montrons que ry = PGCD(a, b). Montrons d’abord que nous avons
PGCD(rg—_1,7) = PGCD(rk, Tk+1)-
En effet, par construction, nous avons une équation
Tk—1 = QkTk t Tk+1-

Elle montre que I’ensemble des diviseurs communs a rx_; et 75 est égal & 'ensemble des diviseurs
communs a r, et rp+1. En particulier, les plus grands éléments de ces ensembles sont égaux. La
formule pour ry s’ensuit par récurrence :

PGCD(a,b) = PGCD(b,r3) = ...
= PGCD(TN_l,TN) = PGCD(TN,TN_H) = PGCD(TN,O) =TN.

Pour montrer la deuxiéme affirmation, nous introduisons les matrices

Sk:[l’k Thtl ] C k> 1.
Yk Yk+1

Nous avons

1 0 0 1
51—{0 1:|et5k+1—5k[1 —%H]'

Par récurrence, il s’ensuit que
[(L b]Sk = [Tk TkJrl] et det Sk = —(—1)k.

En particulier, nous avons [a b]Sy = [rn 0] et la matrice

=l _ _(_1)N | YN+L TEINHL
N ( ) [ —YN TN

est a coefficients entiers. Donc si nous posons

u _ a—1 x
[ v ] =N [ y ] ’
alors u, v sont des entiers. Nous avons

x| |z ] U
[a b][y}—[a blSNSy [y]—[TN O]{v}
de fagon que I’équation
[a b] [ ;j ] =c¢ (resp. ax+by=c)
est équivalente a I’équation

u

[ry 0][ ] =c (resp. ryu+0v=c).



Or il est clair que cette derniére équation admet des solutions si et seulement si 7y divise ¢ et que
dans ce cas la solution générale est

u | | ¢/rn

v | l ’

ou [ € Z. Donc 'équation ax 4 by = ¢ admet des solutions si et seulement si r divise ¢ et dans ce
cas la solution générale est

T — Sy u | _| TN IN+1 C/TN _ %x]\z—i—la@NH
Y v YN YN+41 l 7=yn +lyn
Exercices. 1) Trouver toutes les solutions (z,y) € Z? des équations suivantes : a) 5z + 3y = 2,

b) 4z +9y =1, ¢) 17z + 68y = 3, d) 20z + 30y =0, e) 17892 + 1994y = 1 {) 1994z + 666y = 2.
2) Avec les notations de l’algorithme d’Euclide-Bézout, montrer que

a

_(_1\N ¢ — _(_1\N
v = () saapmy v = D saen@)

Indication : On pourra utiliser l'identité

a b Gy — N 0
e e BN Co VR
3) Supposons a > b > 0. Avec les notations de l'algorithme d’Euclide-Bézout, montrer que

a T3 1 1
E:q2+?:(h+7r4:q2+71 = ...
g3 + — qs3 —+ —
T3 5
q4 + —
T4
4) Nous allons caractériser la solution (zy,yn) fournie par lalgorithme d’Euclide-Bézout parmi
toutes les solutions de I’équation de Bézout. Supposons, pour simplifier, que a > b > 0 et que

PGCD(a,b) = 1.

a) Montrer qu’il existe une solution (z4,y;) € Z? de ax + by = 1 et une seule telle que
0 <zy <b. Montrer qu'on a —a < y4 < 0.

b) Montrer qu’il existe une solution (z_,y_) € Z? de ax + by = 1 et une seule telle que

—b < x_ £0. Montrer quon a 0 <yy < a.

¢) Montrer qu’on a (zx,yn) = (z4+,y+) si N est impair et (zn,yn) = (x—,y—) si N est pair.
Indication : on pourra commencer par montrer que les suites —(—1)*z;, et (—1)*y; sont strictement
croissantes pour k > 3.

5) Nous allons estimer le nombre d’étapes de l'algorithme d’Euclide-Bézout. Pour un couple
d’entiers (a,b) avec a > b > 0 notons N(a,b) le nombre N apparaissant comme nombre d’étapes
de lalgorithme d’Euclide-Bézout appliqué a (a, b).

a) Montrer que N(a,b) <1+ log, a.

b) Soit Fy =0, F; =1 et F,, = F,,_1 + F,,_2 pour tout n > 1. Par définition, le nombre F), est
le n-iéme nombre de Fibonacci. Montrer que N (F,,, F,,—1) = n, que N(a,b) < nsia < F, et que
I’égalité ne se présente que pour a = F,, et b = Fj,_;.



1.7 Une autre approche de I’équation de Bézout

Soient a, b, ¢ € Z tels que (a, b) # (0,0). L’équation de Bézout est 'équation
ar +by=-c

ou z,y désignent deux entiers relatifs. Si ¢ # 0 on dit qu'il s’agit d'une équation inhomogéne
dinhomogénéité c. Dans ce cas, I’équation homogéne associée est ’équation

ax + by = 0.

Notons d = PGCD(a, b).

THEOREME 0.14

— La solution générale de I’équation homogéne ax + by = 0 est donnée par

Tp = l%
y = —lg

— Si d divise ¢ et que (zp,yp) est une solution (dite “particuliére”) de ’équation inhomogeéne
ax + by = ¢, alors la solution générale de I’équation inhomogéne est donnée par

x = :z:p—i-lgy
= w1y

Remarque 0.1/  La construction de la solution générale de I’équation de Bézout se fait donc
suivant le méme schéma que la construction de la solution d’une équation différentielle linéaire :

sol. gén. de I’éq. inhomogéne = sol. part. de I’éq. inhomogéne + sol. gén. de I’éq. homogéne.

Démonstration a) Regardons d’abord le cas ou b = 0. Alors I’équation se réduit a ax +0 y = 0 ou
a # 0 (car (a,b) # (0,0)). Clairement la solution générale est donnée par x =0, y =1, | € Z. De I'autre
c6té, on a d = |a|, donc a/d = +1 et b/d = 0. L’affirmation est donc vraie dans ce cas.

Supposons maintenant b # 0. L’équation ax + by = 0 équivaut &

Notons que les deux fractions qui apparaissent ici sont en fait des entiers, car d = PGCD(a, b) divise a et
b. Cette derniére équation montre que b/d divise le produit = a/d. Or, nous avons PGCD(a/d,b/d) = 1.
Par le lemme de Gauss, il s’ensuit que b/d divise x. Donc il existe un l € Z tel que x = | b/d. Nous
avons donc

b
1=
d
Puisque b # 0, nous pouvons conclure que y = —I

a/d.



b) Supposons que (z,y) € 72 est une solution de I’équation inhomogeéne. Si nous formons la différence
des deux équations
ar+by= ¢
axp, +by, = ¢
nous trouvons
a(x —zp) +b(y —yp) =0
c’est-a-dire que (x — xp,y — yYp) est une solution de I’équation homogéne. D’aprés a), il existe donc un
l € Z tel que

a
rozp= loy—yp= -l

d

L’affirmation en résulte.

1.8 Interprétation géométrique

Nous considérons le plan R? et nous appelons points entiers les points (x,y) € R? & coordonnées
entiéres x,y € Z. Soient a, b, c € Z tels que (a,b) # (0,0). Notons D = D(a, b, c) la droite dans R?
formée des points (&,7) € R? tels que af + b = c. Alors l’ensemble des solutions (x,y) € Z* de
l’équation de Bézout ax + by = ¢ s’identifie a l’ensemble des points entiers de la droite D.



0 0 (r 0 0 0 0 0

D’aprés les théorémes cités ci-dessus, deux cas seulement sont possibles

— soit la droite D ne contient aucun point entier

— soit la droite D contient une infinité de points entiers.

Dans le deuxiéme cas, ’ensemble des points entiers est obtenu en rajoutant un multiple entier
d’un vecteur v = (zp,yn) & un point entier p = (xp,y,) fixé de la droite. Le vecteur (z,yn) peut
étre identifié avec un point entier de distance minimale & l'origine sur la droite D(a,b,0). Notons
que cette droite contient exactement deux tels points (& savoir v et —v).



1.9 Le lemme chinois en termes de congruences

(LEMME 0.15 lemme chinois )

Soient ni,ny > 2 deux entiers premiers entre eux et uini + usne = 1 une équation de Bézout.
Soient a1, as € Z et a € Z tel que a = ajuang + ajuing (nins). Alors pour x € Z on a I’équivalence

a1 (n)z }

I =

a (Eng) < z =a (nin2).

Remarque 0.15  On peut réinterpréter le lemme en disant que la solution générale x € Z du
systéme de congruences & gauche est donnée par

x:a—l—knlng, keZ.

Démonstration
Vérifions d’abord que a est bien une solution du systéme de congruences. En effet, d’aprés I’hypo-
thése, nous avons
a = ai1uznz + azuini + kninz

pour un k € Z et donc

a = aruznz = a1(u2nz + uini) = a1 (n1)
et de méme

a = azuini = az(uini + uzn2) = a2 (n2).
Montrons maintenant 1’équivalence. Supposons que © = a (nin2). Alors x = a + kning pour un k € Z
et donc x = a = a1 (n1) et £ = a = a2 (n2). Réciproquement, supposons que x vérifie x = a1 (n1) et
x = a2 (n2). Alors nous avons (x —a) =0 (n1) et (z —a) = 0 (n2). Donc x — a est divisible par n; et
par ma. Puisque les deux sont premiers entre eux, il s’ensuit (lemme de Gauss) que x© — a est divisible
par ning, c’est-a-dire que x = a (ning).
Ezxemple 0.9
Considérons le systéme

Il
W N =

T
T
T

Nous avons I’équation de Bézout 5 x 17—3 x 28 = 1. Le systéme formé des deux premiéres équations
est donc équivalent & la congruence z = a (17 x 28) ot a =1 x (=3 x 28) + 2 x (5 x 17) = 86. Le
systéme des trois équations se réduit donc a

86 (476)
3 (31).

x
x
Nous avons I’équation de Bézout (—14) x 476 + 215 x 31 = 1. Donc le systéme est équivalent a la
congruence x = b (476 x 31) ott b = 86 x (215 x 31) + 3 x (—14 x 476) = 553198. Si nous réduisons
b modulo 476 x 31 = 14756, nous trouvons que le systéme des trois équations est équivalent a la

congruence

x = 7226 (14756);



Nous invitons le lecteur a vérifier que 7226 donne les restes 1, 2 et 3 dans la division par 17, 28 et
31.

1.10 Systémes de congruences

Soient r et ni,...,n, des entiers > 2 et ai,...,a, des entiers quelconques. Considérons le
systéme
= a1 (m)
= az(ng)
x= ar (n.).

Supposons que = a et x = a' sont deux solutions. Alors la différence a — a’ est divisible par tous
les n; et donc par leur plus petit commun multiple n = PPCM(nq,...,n,). Donc s’il existe une
solution, sa classe modulo n est unique.

Il peut ne pas exister de solution comme le montre ’exemple du systéme

z= 1(6)

r= 2(8)
ou encore celui du systéme

z= 1(2)

zr= 0(2).

Notons que nous n’avons pas exclu ce genre de contradictions banales.

L’application systématique du lemme chinois nous permettra de réduire tout systéme de congruences
soit & un systéme contradictoire soit & une seule congruence modulo le plus petit commun multiple
des modules. Nous ne développons pas ici la méthode dans le cas général mais nous limitons a la
décrire dans un exemple simple.

Considérons le systéme

x 3 (18)

z= c(12).

Il s’agit de déterminer tous les entiers ¢ pour lesquels le sytéme admet des solutions et de calculer les
solutions dans ce cas. Constatons tout d’abord que les nombres 18 et 12 ne sont pas premiers entre
eux de facon que le lemme chinois ne s’applique pas immédiatement. Pour résoudre le probléme,
nous allons dans une premiére étape augmenter le nombre d’équations pour obtenir des modules
qui sont des puissances de nombres premiers. Nous avons ainsi 18 = 2 x 32 et d’aprés le lemme
chinois la premiére congruence est équivalente au systéme



Nous avons ainsi trouvé un systéme de quatre congruences qui est équivalent au systéme de départ.
Nous le réécrivons dans un ordre ot les puissances de chaque nombre premier sont regroupées
ensemble et les puissances les plus élevées apparaissent en premier lieu :

c(4)
1(2)
3(9)

(3)

8 8 8 8

= C

Rappelons-nous que si nous avons a = b (n) alors nous avons aussi a = b (d) pour tout diviseur d
de n (en effet, sin = gd et a = b+ kn alors a = b+ (kq) d). L’équation (??) implique donc que
x = ¢ (2) de fagon que les équations (?7?) et (?7?) sont contradictoires sauf si ¢ = 1 (2). De méme,
les équations (?7?) et (1.10) sont contradictoires sauf si ¢ = 0 (3). Nous avons donc les conditions

qui sont nécessaires pour qu’une solution existe. Réciproquement, ces conditions sont aussi suf-
fisantes car si elles sont vérifiées, la congruence (??) est une conséquence de (?7), et (1.10) est
une conséquence de (??) de fagon que le systéme tout entier est équivalent a un systéme de deux
congruences

x= cd)x= 3(9)

Nous avons 1’équation de Bézout —2 x 4 + 9 = 1. Donc, d’aprés le lemme chinois, ce systéme est
équivalent & la congruence x = ¢ x 9+ 3 x (—8) (36) ou encore = 3¢ + 12 (36). En conclusion,
le systeme de départ admet une solution si et seulement si ¢ = 3 (6) et dans ce cas l'ensemble des
solutions est l’ensemble des entiers x tels que x = 3¢ + 12 (36).

1.11 Classes de congruence inversibles

DEFINITION 0.10 _
Soit n > 2 un entier. Une classe de congruence @ € Z/nZ est inversible il existe une classe b telle
que @b = 1. On note (Z/nZ)* 'ensemble des classes inversibles.

LEMME 0.16
Muni de la multiplication naturelle, ’ensemble des classes inversibles est un groupe d’élément
neutre 1.

_ Remarque 0.16  Le lemme implique que si la classe @ est inversible, alors la classe b telle que
ab = 1 est unique. On 'appelle la classe inverse de a.

Démonstration Il s’agit d’abord de vérifier que la loi de multiplication est bien définie, c’est-a-dire
que le produit de deux classes inversibles est encore inversible. En effet, si ab = 1 et o't/ = 1, alors
(@a’)(’b) = 1. La loi est associative car la multiplication de Z/n7Z est associative. Elle admet 1’élément
T pour élément neutre. Finalement, par définition, tout élément de (Z/nZ)* admet un inverse.



LEMME 0.17
Une classe @ est inversible ssi a et n sont premiers entre eux.

Démonstration En effet, la classe a est inversible, ssi I’équation ab = 1 4+ kn admet des solutions
b,k € Z. Or cette équation est une variante de I’équation de Bézout ab+ (—n)k = 1 aux inconnues b, k.
L’affirmation en résulte.

LEMME 0.18
Supposons que la classe T est inversible. Alors la congruence a = b (n) est équivalente a ax =
bz (n).

| Remarque 0.17  L’affirmation du lemme est fausse si la classe T n’est pas inversible.

Démonstration Supposons que Ty = 1. Alors xy = 1 (n) et donc la congruence axy = bxy (n)
implique a = b (n).

1.12 Anneaux, groupes et lemme chinois

(DEFINITION 0.11  anneau )
Un anneau est un triplet (A, +, -) formé d’un ensemble A et deux deux applications

+ :AxA— A, (a,b)—~a+b et - AxA— A, (a,b)— ab

appelées 'addition et la multiplication de A et qui vérifient les axiomes suivants

— Le couple (4, +) est un groupe commutatif. On note 04 ou 0 son élément neutre.
— La multiplication - est associative et admet un élément neutre noté 14 ou 1.

— L’addition et la multiplication vérifient les régles de distributivité

alb+c¢)= ab+ac
(a+b)c= ac+bc

quels que soient a, b, ¢ éléments de A.

\_ Un anneau est commutatif si sa multiplication est commutative. )

Exemples. Les ensembles Z, Q, R et C munis de leurs opérations d’addition et de multiplication
habituelles sont des anneaux commutatifs. L’anneau Ms(R) des matrices

¢ al

avec ’addition et la multiplication des matrices est un anneau non-commutatif. En effet, si on pose

BEHENE

on a AB # BA.



DEFINITION 0.12  inversible

Soit A = (A, +, -) un anneau. Un élément a € A est inversible s’il existe un élément b € A tel
que ab =14 = ba. On note A* ’ensemble des éléments inversibles de A. L’anneau A est un corps
si A* = A\ {0}, c’est-a-dire que tout élément non nul de A est inversible (et que A # {04}).

Exemples. Pour le cas de 'anneau A = Z/nZ, cette définition est celle de la section précédente.
Les anneaux Q, R et C sont des corps.

L’anneau Z/nZ est un corps si et seulement si n est premier. Soit p un nombre premier. Alors
(Z/pZ)* est formé des p — 1 classes 1,2,...,p — 1. Soit n un entier > 1. Alors (Z/p"Z) est le
complémentaire dans Z/p"Z des p"~! classes p,2p, ..., (p"~1 — 1)p. Donc

(Z/pZ)*| =p—1et |(Z/p"Z)" | =p" —p" " =p" ' (p—1).

Remarque 0.18

Si I’élément 0,4 est inversible dans anneau A, alors nous avons 04 =14 et A ={04} = {14}.
En effet, supposons que 0 b = 1. Nous affirmons que 0b = 0; en effet, il suffit de rajouter —0 b des
deux cotés de léquation 0b=(04+0)b=0b+0b.

LEMME 0.19
Soit A = (A, +, ) un anneau. Alors si deux éléments sont inversibles, leur produit l’est encore.
L’ensemble A* muni de la multiplication déduite de celle de A est un groupe d’élément neutre 1 4.

Remarque 0.19 1l s’ensuit que l'inverse d’un élément inversible d’un anneau est unique (car
I'inverse d’un élément d’un groupe est unique).

Démonstration Supposons que a et b sont inversibles et que aa’ = 1 = a’a et bb' = 1 = b'b. Alors
nous avons (ab)(b'a’) = 1 = (b'a’)(ab) de fagon que ab est inversible. L’associativité de la multiplication
est conséquence de la méme propriété pour la multiplication dans un anneau et de méme l’existence
d’un élément neutre. L’existence des inverses résulte de la définition de A™.

Soient (A1,+,-) et (Aa,+,-) deux anneaux. L’ensemble A; x As muni des lois définies par

(a1,a2) + (a1, a3) = (a1 + @y, a3 + a3)(a1, a2) - (al, ay) = (a1a}, azay)

est un anneau appelé 'anneau produit de A; par As. L’élément neutre pour I'addition de A; x As
est le couple (0,0) et celui pour la multiplication le couple (1,1).

Remarque 0.20  En appliquant plusieurs fois ce résultat nous obtenons un grand nombre de
nouveaux exemples d’anneaux. Par exemple, tous les anneaux suivants sont de cardinal 24

ZJ247. , TJ3T x TJST., TJST. x T/3T., 7.J2Z x TJAZ x /3.

Nous allons voir que certains de ces anneaux sont “isomorphes”; ¢’est-a-dire qu’ils ne se distinguent
pas de facon essentielle.

Démonstration



11 s’agit de vérifier les trois groupes d’axiomes pour les lois définies sur A1 X Aa. A titre d’exemple,
vérifions que la multiplication est associative. En effet, en utilisant la définition de la multiplication sur
A1 X As et Paccociativité de la multiplication dans Ai et Az, nous avons

((a1,a2) - (a1,a2)) - (ai,a3) = (arai,azas) - (af,ay) = ((a1ay)ay, (azas)ay)
1"

= (a1(aray),az(aa3)) = (a1,az2) - (at1ay,azas) = (a1,a2) - ((a1,as) - (ay,as)).

Nous laissons au lecteur le soin d’écrire les démonstrations des autres propriétés.
Soient (G1,*) et (G2, *) deux groupes. L’ensemble G; X G2 muni de la loi

(91,92) * (91, 92) = (91 % 91, 9295)

est un groupe d’élément neutre le couple (e, e).
Démonstration La démonstration est analogue a celle du lemme-définition précédent.

LEMME 0.20
Soient (A1, +,-) et (Aa, +,-) deux anneaux. Alors nous avons ’égalité

(Al X Ag)* = A{ X Ag

En outre la loi de groupe sur (A; x A2)* est celle du groupe produit A} x A3.

Démonstration

Soit (a1,a2) un couple d’éléments inversibles. Soient a) et ay les inverses de a1 et as. Alors nous
avons

(a1,43) - (a1,a2) = (1,1) = (a1, a2) - (a1, d5)

ce qui signifie que (a1, a2) est inversible dans A1 X Aa d’inverse (a},ab). Ainsi 'ensemble A7 x A3 est
inclus dans (A1 X A2)*. Réciproquement, soit (a1,a2) un élément inversible de A1 x As et soit (a},ab)
son inverse. Alors on vérifie aussitot que a est inverse a4 a1 dans A; et que ab est inverse a az dans As.
La derniére affirmation est une conséquence immédiate des définitions.

(- - N
DEFINITION 0.13 homomorphisme d’anneaux

Soient (A,+,-) et (B,+,) deux anneaux. Une application f : A — B est un homomorphisme
d’anneauz si elle vérifie . .

flatd) = fla)+ f(d)

fla-a')y= f(a)- f(d)f(1a) = 15

quels que soient a,a’ € A. C’est un isomorphisme d’anneaux si en plus, elle est bijective. Les
(anneaux A et B sont isomorphes s’il existe un isomorphisme de A vers B.

J

Exemple 0.10  Soient A; et Ay deux anneaux. Considérons I'application
f : Al X A2 — Ag X Al R (al,ag) — (ag,ag).

Alors on vérifie que f est un isomorphisme.



LEMME 0.21
Soient A et B deux anneaux et f : A — B un isomorphisme. Soit g : B — A 'application
réciproque de f. Alors g est un homomorphisme et méme un isomorphisme.

Démonstration
En effet, soient b, b’ des éléments de B. Pour vérifier qu’on a égalité entre g(bb') et g(b) g(b') il suffit
de voir que les images par f de ces deux éléments coimncident. Or nous avons

Flg(db) =bb" = f(g(b) F(g(v)) = F(g(b) g(")).

De méme on vérifie que g(b+b') = g(b)+g(b'). Finalement, I'égalité f(14) = 15 entraine que 14 = g(15).

~

(DEFINITION 0.14 homomorhisme de groupes
Soit G et H deux groupes. Une application f : G — H est un homomorhisme de groupes si elle
vérifie

flg1%g2) = f(g1) * f(g2)
quels que soient g1, g2 € G. C’est un isomorphisme si en plus elle est bijective. Les groupes G et
| sont isomorphes 'l existe un isomorphisme de G vers H.

J

Remarque 0.21

— On peut s’étonner de ne pas trouver 'axiome f(eq) = f(em) dans cette définition. Or cet
axiome est une conséquence de la définition. En effet, nous avons

flec) = fleg xec) = f(ea) * f(ec).

Si nous multiplions cette égalité des deux cotés a gauche par l'inverse de f(eq) dans H,
nous trouvons ey = f(eg). Notons que cette démonstration utilise I'existence des inverses
et qu’elle n’a donc pas d’analogue pour les lois de multiplication des anneaux.

— Si f: G — H est un isomorphisme de groupes et que g : H — G est I'application réciproque
a f, alors g est un homomorphisme de groupes et méme un isomorphisme. Nous laissons au
lecteur le soin d’adapter au cadre des groupes la démonstration donnée ci-dessus pour les
anneaux.

~

(LEMME 0.22
Soient A et B deux anneaux et f : A — B un homomorphime d’anneaux. Alors nous avons
f(A*) C B* et Papplication

f*: A" = B* a— f(a)

est un homomorphisme de groupes. C’est un isomorphisme de groupes si f est un isomorphisme
|d’anneaux. J

Démonstration
Supposons que a € A est inversible d’inverse a’. Alors f(a') est inverse a f(a). En effet, nous avons

fa)f(a') = f(aa’) = f(14) = 15 = f(d') f(a).



Ainsi, I'application f nous fournit bien une application entre les groupes des éléments inversibles
ff: A" —= B, a— f(a).

11 est immédiat de constater que cette application est un homomorphisme de groupes. Supposons main-
tenant que f est un isomorphisme d’anneaux et soit g : B — A son application réciproque. Alors g
est un homomorphisme et donc g(B*) est contenu dans A*. Ceci montre que a € A est inversible si et
seulement si f(a) est inversible dans B. Donc dans ce cas f* est bijective et c’est donc un isomorphisme
de groupes.

(LEMME 0.23 Lemme chinois en termes d’anneaux résiduels
Soient r et s deux entiers > 2 et premiers entre eux. Alors ’application

O :Z/rsZ — Z/rZL x L/SZ, "*a — ("a,° @)

(est un isomorphisme d’anneaux.

Remarque 0.22
Ainsi nous voyons que tous les anneaux suivants sont isomorphes

7.)247. , 7/3Z x 7./8Z , 7./87. x Z./3.

Nous verrons plus tard que ces anneaux ne sont pas isomorphes a Z/6Z x Z/4Z.

Démonstration
Vérifions que ® est un homomorphisme. En effet pour a,b € Z, nous avons

a4+ b)= ®(a+b) ="a+b’atb)
— (TE +7“ 1_775 a +5 Z_))
= ("a,’a@) + ("5, D).

De méme, on vérifie que @ est compatible a la multiplication. Vérifions que ® est injective. En effet, si
®("*a) = ®("°b), alors nous avons ("a,’a) = ("b,° b) et donc

a= b(s).

Ainsi la différence a — b est divisible par r est s et donc par le produit r s, puisque r et s sont premiers
entre eux. Donc les classes "°@ et "°b sont égales. Vérifions que P est surjective. En effet soient a1, a2 € Z.
Alors nous cherchons a € Z tel que ("a,”a) = ("a1,°az). De fagon équivalente, nous cherchons a € Z
solution du systéme

a= a1 (r)a= a2 (s)
Or, puisque r et s sont premiers entre eux, d’aprés le lemme chinois pour les congruences, il existe une
solution a € Z.

Remarque 0.23  Les anneaux Z/rsZ et Z/rZ x Z./sZ ont méme cardinal (égal a r s). Dans la
démonstration, il aurait donc suffi de montrer soit la surjectivité soit I'injectivité de 'application ®
pour conclure qu’elle est en fait bijective. Nous avons donné les deux démonstrations pour mieux
établir le lien avec le lemme chinois en termes de congruences.



(COROLLAIRE 0.24
Soient r, s des entier > 2 et premiers entre eux. Alors 'application

O* : (Z/rsL)* — (Z/rL)* x (Z/sL)*, @~ ("a,"a)

est un isomorphisme de groupes. En particulier, elle est bijective et le deux groupes sont donc du
(Iéme ordre.

J

Démonstration Le corollaire résulte du lemme précédent et du lemme (0.22).

DEFINITION 0.15 Dindicatrice d’Euler
Soit n un entier > 2. On définit ¢(n) comme le cardinal du groupe des éléments inversibles de
Panneaux Z/nZ. La fonction ¢ est 'indicatrice d’Euler.

COROLLAIRE 0.25
Si r et s sont deux entiers > 2 et premiers entre eux on a

¢(rs) = ¢(r) ¢(s).

Démonstration Ceci résulte aussitot de la définition de ¢(rs) et du corollaire (0.24).

Remarque 0.24  Le corollaire précédent nous permet de calculer la valeur de ¢(n) pour tout
entier dont nous connaissons la décompositions en facteurs premiers. En effet, si nous avons

n=pps? ... per

alors en applicant le corollaire plusieurs fois nous trouvons
d(n) = ¢(pY" 6(p3°) - G(PF7).

Mais d’aprés 77, nous savons que pour un nombre premier p nous avons

o(p*) = p* —p* .
Donc

-1 -1

¢(n) = (Y —p1' " )05" —p5" ) .- (P77 —prer — 1)

Par exemple,

$(36) = B4 x 9) = $(4) 6(9) = (4~ 2) x (9~ 3) = 12
et

$(1995) = ¢(3 x 5 x 7 x 19) = 864.

1.13 Notion d’ordre d’un élément d’un groupe



(LEMME 0.26 )
Soit (G,*) un groupe et g un élément de G. Alors il existe une application

expy 7 — G
et une seule telle que

exp,(1) = gexp,(k+1) = exp,(k)*exp,()

(quels que soient k,[ € Z.

Démonstration
Nous admettons ce résultat.

Remarque 0.25

— La seconde condition de la définition signifie que exp, est un homomorphisme de groupes de
Z vers G.

— Supposons que (G, ) est un groupe dont la loi est notée multiplicativement. Alors pour tout
n entier positif, nous avons

exp,(n) = g-9---9g=g

exp,(—n) = exp,(n)~' = (¢~")".

Nous écrirons g™ pour expy(n) pour tout n entier.
— Supposons que (4, +) est un groupe dont la loi est notée additivement. Alors pour tout n

entier positif, nous avons

exp,(n) = a+a+---+a=naexp,(—n) = —exp,(n)=-na.
—

n

Nous écrirons n a pour exp,(n) pour tout n entier.

(COROLLAIRE 0.27

— Soit (G, -) un groupe dont la loi est notée multiplicativement et g un élément de G. Pour
k,l € Z, on a les égalités suivantes

g = g
= ghag
90 = €a
_ (") = g™ Y,




— Soit (A4, +) un groupe commutatif dont la loi est notée additivement et a un élément de A)
Pour k,l € Z on a les égalités suivantes

la= a
(k+Da= ka+la
Oa= 04k(la)= (kl)a

- J

Démonstration Les deux parties sont des traductions dans la nouvelle notation de certaines propriétés
de la fonction exp. Montrons-les dans les notations de a). Les premiéres deux égalités ne font que traduire
dans la nouvelle notation les propriétés de la définition de exp,. La troisiéme propriété résulte du fait
que exp, est un homomorphisme. Pour la derniére propriété, fixons k € Z et considérons I'application

f:zZ-aG,, ll—>gkl.
Nous avons clairement f(1) = g* et
FU+1) = gh) = gMHRT = gM o gf — p@) 5 £(1).

Par I'unicité de I’application expg. nous pouvons conclure que f(l) = exp,«(l) pour tout | € Z et donc
que f(I) = (¢")" pour tout | € Z.

[DEFINITION 0.16  L’ordre de g

Soit (G, *) un groupe et g un élément de G. L’ordre de g est le plus petit entier n > 1 tel que
exp,(n) = eg sil existe un tel entier. Sinon, I'ordre de g est infini. On note ordg(g) ou ord (g)
|V'ordre de g dans G.

Remarque 0.26
— Supposons que (G, -) est un groupe dont la loi est notée multiplicativement et soit g € G.
Alors nous avons
ordg (g) =inf{n e N|n>1et g" =e}.
Supposons que (A, +) est un groupe commutatif dont la loi est notée additivement et soit
a € A. Alors nous avons

ordg (@) =inf{n e N|n >1et na =04}.

— Soit (G, ) un groupe dont la loi est notée multiplicativement (pour alléger les notations).
Supposons que g € G est d’ordre fini n. Alors nous avons

gk-l-n:gk_gn:gk.e:gk
pour tout entier k et n est le plus petit entier > 1 avec cette propriété. Autrement dit, la

suite des puissances de g
k

9028797927"'797"'
est périodique de période n. Nous avons aussi
gaJrkn — gagkn — ga(gn)k _ gaek — ga
pour tout entier a € Z et tout entier k € Z. Autrement dit la valeur de g* ne dépend que de
la classe de congruence de a modulo n.



LEMME 0.28
Soit n un entier > 2 et soit @ une classe modulo n considérée comme élément du groupe (4, +) =
(Z/nZ,+). Alors

PPCM(a, n) n

ordz/2(@) = —— = = 5GCD@n)’

Démonstration
Nous avons ka = 0 ssi ka est un multiple de n, c’est-a-dire un multiple commun & a et n. Donc ka
doit étre un multiple de PPCM(a,n) et k un multiple de PPCM(a,n)/a. Compte tenu de I’égalité

an
PPCM(a,n) = PGCD{a.m)
nous obtenons aussi la seconde égalité.
Remarque 0.27 Il n’existe pas de formule analogue pour I'ordre d’un élément T dans le

groupe multiplicatif (Z/nZ)*. Cependant nous verrons que cet ordre est toujours un diviseur de
¢(n), Pordre du groupe (Z/nZ)*.

(LEMME 0.29
Soit (G, *) un groupe et g élément de G. Alors g est d’ordre infini ssi Papplication

exp,: Z = G

|est injective. En particulier, tous les éléments d’un groupe fini sont d’ordre fini.

Démonstration

Si I’application exp,, est injective nous avons exp,(n) # exp,(0) pour tout n > 0. Puisque exp,(0) =
€, nous avons donc exp, (n) # e pour tout n > 0 et g est d’ordre infini.

Réciproquement supposons g d’ordre infini. Soient k < I des entiers tels que exp,(k) = exp,(l).
Alors nous avons expg(l — k) = e. Puisque l — k > 0 et que g est d’ordre infini, il s’ensuit que k =1 et
donc que exp, est injective.

(LEMME 0.30
Soit (G, *) un groupe et g € G un élément d’ordre fini n. Alors Papplication

Z/nZ — G, @ expy(a)

est bien définie et injective. En particulier, 'ensemble des éléments de la forme exp,(a), a € Z,
lest de cardinal n. )

Démonstration
Supposons pour alléger les notations que la loi de G est notée multiplicativement. Nous avons donc

expg(a) =g et g" =e

pour tout a € Z. Donc

61’])9((1 + kzn) — ga+kn _ gagkn — ga(gn)k a k a.



L’application est donc bien définie. Supposons que a < b sont deux entiers dont les classes ont méme
image. Alors nous avons g% = ¢° et donc g*~® = e. Pour montrer que n divise b—a, effectuons la division
euclidienne b — a = gn +r de b — a par n. Par définition, nous avons 0 < r < (n — 1). De lautre coté,
nous avons e = g°~% = ¢". Puisque g est d’ordre n, il s’ensuit que n divise b — a et donc que @ = b.

THEOREME 0.31 Lagrange
Soit (G, *) un groupe fini. L’ordre de tout élément de G divise 'ordre de G.

Ezxemple 0.11  Considérons le groupe G = (Z/11Z)*. L’ordre de G est de 10. Voici les ordres
des éléments de G :

g 1 2 3
ord(g) 1 10 5

5 6 7 8 9 10
5 10 10 10 &5 2

|

ot

Notons que le nombre d’éléments d’ordre 10 est de 4 = ¢(10), le nombre d’éléments d’ordre 5
est de 4 = ¢(5) et le nombre d’élents d’ordre 2 est de 1 = ¢(2). Nous verrons que ce n’est pas un
hasard (0.38). Nous verrons aussi comment calculer facilement ce tableau (exemples 1.15)

Démonstration Pour alléger les notations, supposons que la loi de G est notée multiplicativement.

Soit g € G. La démonstration se fait en plusieurs étapes :

Premiére étape : la relation définie par

=2 (g)<=z=2a'¢g" pourunk e,

est une relation d’équivalence. Nous laissons cette vérification au lecteur. Notons T la classe d’équivalence
d’un élément x. Par définition, la classe de x est formée de tous les éléments de Ia forme x g*, k € 7Z.

Seconde étape : le cardinal de la classe de e est 'ordre de g. En effet, la classe de e est formée de
tous les éléments de la forme g*, k € Z. C’est donc I'image de Iapplication exp, : Z — G. Nous avons
vu au lemme (0.30) qu’elle est en bijection avec Z/nZ ot n est 'ordre de g.

Troisiéme étape : toutes les classes d’équivalence ont méme cardinal que la classe de e. En effet, si
x est un élément de GG, nous avons des bijections inverses I'une de ’autre entre € et T données par les
applications y — xy resp. z — T~ ' z.

Quatriéme étape : le cardinal de la classe de e divise 'ordre de G. En effet, nous savons que G est la
réunion disjointe des classes d’équivalence. L’ordre de G est donc la somme des cardinaux des classes.
Or toutes les classes ont méme cardinal que €. L’ordre de G est donc égal au cardinal de la classe de e
multiplié par le nombre de classes d’équivalence.

Conclusion : 'ordre de g, qui est égal au cardinal de la classe de e (seconde étape), divise l'ordre de
G (troisiéme étape).

COROLLAIRE 0.32 Théoréme d’Euler
Soit n un entier > 2 et a un entier premier avec n. Alors on a

ou ¢ est I'indicatrice d’Euler.

*

Démonstration Comme a est premier avec n, la classe g = @ appartient au groupe G = (Z/nZ)
L’affirmation résulte du théoréme de Lagrange car ¢(n) est l'ordre du groupe (Z/nZ)* par définition.



COROLLAIRE 0.33 Petit Théoréme de Fermat
Si p est un nombre premier et a un entier qui n’est pas divisible par p, on a

a? ' =1 (p).

Démonstration On applique le théoréme d’Euler en utilisant que ¢(p) = p — 1 pour un nombre
premier.

Remarque 0.28

Les théorémes de Fermat (petit) et d’Euler permettent de calculer trés rapidement certains
restes de puissances. Dans les exemples suivants, on cherche le reste r de la division euclidienne
de a par b :

Exemple 0.12
— a = 679, p = 101 : le nombre 101 est premier et 67 n’est pas divisible par 101. D’aprés le
petit théoréme de Fermat, on a 67'%° =1 (101) et donc r = 1.

— a =1995%40, b = 541 : le nombre 541 est premier et 1995 n’est pas divisible par 541. D’aprés
le petit théoréme de Fermat, on a 1995°4° = 1 (541) et donc r = 1.

— a=25%b="T72: nous avons ¢(72) = ¢(8 x 9) = ¢(8)p(9) = 4 x 6 = 24. Les nombres 72 et
25 sont premiers entre eux. Nous pouvons donc appliquer le théoréme d’Euler pour conclure
que 25%* =1 (72). Donc r = 1.

— a = 51%", b = 72 : nous avons ¢(72) = 24 (voir le numéro précédent). Or, les nombres 51
et 72 ne sont pas premiers entre eux et mous me pouvons pas appliquer le théoréme d’Euler.
Cependant, soit 2 = 5124, D’aprés le lemme chinois, pour connaitre la classe de z modulo 72,
il suffit de connaitre les restes de  modulo 8 et modulo 9. Or

51 =321 =1 (8)
5121 =621 =0 (9).

T

X

Ici, nous avons appliqué le théoréme d’Euler a 3 et 8 (¢(8) = 4) et nous avons utilisé le fait
que 62 =0 (9). Le lemme chinois nous permet de conclure que z = 9 (72) et le reste recherché
est donc r = 9.

1.14 Algorithme de calcul rapide des puissances

Soit G un groupe dont la loi est notée multiplicativement. Soit g un élément de GG et n un entier
> 2. Pour calculer ¢g", on utilise l'algorithme suivant qui consiste & construire récursivement des
suites T, Yk, qr, k > 1, ot xp,yr € G et g € N :

— Initialisation : on pose z1 =g, y1 =€, qgx = N.
— Passage a l'étape k : on pose x, = x%_,, on prend pour g le quotient de la division de gx_1

par 2 et on pose

_ Yk—1 si qp—1 est pair
Yk = Tk—1Yk—1 Sl qrx—1 est impair

— Arrét : quand ¢, = 1, 'algorithme s’arréte et la puissance recherchée est ¢" = zyx.



Dans la pratique, on organise les suites xy, yx, qr dans un tableau. Voir les exemples ci-dessous.
Exemples. Calculons 2°° dans (Z/101Z)* :



kEze oy ok
1 2 1 50
2 4 1 25
3 16 4 12
4 54 4 6
5 88 4 3
6 68 49 1
100
Nous trouvons donc que 2°© = —1 (101). La premiére colonne ne dépend que de g = 2 et nous

pouvons la réutiliser. Dans le tableau suivant, nous utilisons deux fois la méme premiére colonne
pour calculer 3%° et 32 dans (Z/101Z)*.

Tk Ye qr Yk Gk

3 1 50 1 20
9 1 25 1 10
81 9 12 1 )
97 9 6 81 2
16 9 3 81 1
54 43 1
100 84

LEMME 0.34
L’algorithme décrit ci-dessus est correct.

Démonstration Nous allons montrer par récurrence que nous avons z;* y, = g". Ceci entramera
Paffirmation car pour q, = e, cette égalité se spécialise en Ty, = g".

A Détape k = 1, Iaffirmation est vraie par définition de linitialisation de I’algorithme. Supposons
qu’elle est vraie pour l'étape k — 1 et montrons-la pour I'étape k. Soit qr—1 = 2qr + rr la division
euclidienne de qx—1 par 2. Par ’hypothése de récurrence, nous avons

dr—1 _.n
L1 Ye—1 =4 -
Si nous substituons le résultat de la division euclidienne pour qx—1, nous trouvons

2
g" = ap W ey = (2h) (2 ) yk-1 = 2y

Pour la derniére égalité, nous avons utilisé la définition de xy, et yi, (le nombre qi_1 est pair ssi ry = 0).

1.15 Calcul de 'ordre d’un élément

Soit n un entier. Un diviseur positif d de n est mazimal §’il est de la forme n/p ot p est un
diviseur premier de n. Soit G un groupe fini dont la loi est notée multiplicativement. Soit g un
élément de GG. Soit n un entier positif.



(LEMME 0.35 )

— On a g" = e si et seulement si n est un multiple de l'ordre de g.

— L’élément g est d’ordre n si et seulement si g” = e et g% # e pour tout diviseur maximal de
n.

— Si g est d’ordre n et d divise n, alors g¢ est d’ordre n/d.

— Plus généralement, si g est d’ordre n et a un entier quelconque, alors g® est d’ordre
n/PGCD(a,n).
\ J

Démonstration a) Ceci est clair d’aprés le lemme 0.30 qui affirme que I’'application Z/ord(g)Z — G,
k +— g" est injective.

b) La condition est clairement nécessaire. Supposons réciproquement qu’elle est vérifié. Alors n est
multiple de Pordre de g d’aprés a), mais aucun diviseur propre de n n’est multiple de I'ordre de g. (tout
diviseur propre divise un diviseur maximal de n). Donc n = ord(g).

¢) Nous avons (g%)* = g% ce qui donne immédiatement I'affirmation.

d) D’aprés le lemme 0.30, nous avons g¢" = e ssi k = 0 dans Z/nZ. Donc lordre de g* est égal a
lordre de @ dans Z/nZ. Ce dernier est égal 4 n/PGCD(a,n) d’aprés le lemme 0.28.

Remarque 0.29

Pour déterminer I’ordre de g, on calcule les puissances g¢ pour les diviseurs maximaux d de n.
Si on a g¢ # e pour tout diviseur maximal, alors g est d’ordre n (et G est cyclique engendré par
g voir ci-dessous). Sinon, on a g¢ = e pour un diviseur maximal d de n et on recommence avec n
remplacé par d. Dans le calcul des puissances g‘i, pour les diviseurs maximaux d’ de d on pourra
cependant omettre tous ceux qui divisent un diviseur maximal d” de n pour lequel gd” # e. Voir
I’exemple suivant.

Exemples

) Calculons l'ordre de 2 dans (Z/113Z)*. Ce groupe est d’ordre n = 112 = 7 x 16. Les diviseurs
maximaux de n sont 16 et 56. Calculons donc 2°6 et 216,

T Y Ak Y Ak

2 1 56 1 16

4 1 28 1 8

16 1 14 1 4

30 1 7 1 2

109 30 3 1 1
16 | 106 1

1 109

Ainsi 216 £ e et 2°6 = e. Les diviseurs maximaux de 56 sont 8 et 28. Puisque 2'6 # e nous avons
28 £ ¢ et il suffit de calculer 228. On trouve 2?8 = 1. Les diviseurs maximaux de 28 sont 4 et
14. Puisque 28 # 1, nous avons 2% # 1 et il suffit de calculer 2'4. On trouve 2™ = —1 et ordre
de 2 dans (Z/113Z)* est donc de 28.



) Déterminons les ordres des éléments de (Z/11Z)*. Calculons 'ordre de 2. Nous avons 20 = 1 (11)
par le petit théoréme de Fermat. Les diviseurs maximaux de 10 sont 2 et 5. Nous avons

22 =4,2°=2x4x4=-1(11).

Donc 2 est d’ordre 10 et tout élément de (Z/11Z)* est une puissance de 2 d’aprés le lemme
(0.30). Calculons ces puissances

k|0

1

2 3 4

5

6 7 8 9

2k | 1

2

4 8

5 10 9 7 3 6

Maintenant, on calcule facilement les ordres de tous les éléments a ’aide des parties b) et ¢) du
lemme. Par exemple, on a

On trouve la table suivante (voir 0.11)

10
d3) = ord2)=——
ord(3) ord(2) = 5eepo s 0
10
ord(4) = ord(2%) = 5 = 5.
g 1 2 3 45 6 7 8 9 10
ord(g) |1 10 5 5 5 10 10 10 5 2height

1.16 Groupes cycliques

(DEFINITION 0.17

suivantes

— eg € H,

sous-groupe

— hxk € H pour tous les h, k € H,
— h™' € H pour tous les h € H.

Soit (G, *) un groupe. Un sous-groupe de G est une partie H de G vérifiant les trois conditions

~

Ezxemple 0.13

— Les parties {eg} et G de G sont toujours des sous-groupes. L’intersection de toute famille de
sous-groupes est un sous-groupe.

— Pour tout n € Z, la partie nZ est un sous-groupe de (Z, +). Réciproquement, tout sous-groupe
de Z est de cette forme : en effet, soit S C Z un sous-groupe. Si S = {0}, alors S = 0Z et il
n’y a rien a démontrer. Sinon, la partie S contient un entier non nul et donc un entier non nul
positif (car z appartient & S si —x appartient & S). Soit n le plus petit des entiers strictements
positifs contenus dans S. Alors on a clairement nZ C S. Réciproquement, si x appartient a S
et que x = gn + r est la division euclidienne de x par n, alors r = x — gn appartient a .S et
est positif et inférieur & n. Donc 7 = 0 et x € nZ.



— Si n est un entier > 2 et d un diviseur de n, alors dZ/nZ = {dx | x € Z} est un sous-groupe
de (Z/nZ,+) et tout sous-groupe de Z/nZ est de cette forme : en effet, si A C Z/nZ est un
sous-groupe alors A CZ estun sous-groupe qui contient nZ. Donc A = dZ pour un entier d.
La condition nZ C dZ montre que n est un multiple de d.

DEFINITION 0.18 sous-groupe engendré par X

Soit G un groupe et X une partie de G. On note < X > et on appelle sous-groupe engendré par
X la partie de G formée de tous les produits d’éléments de X et de leurs inverses (par convention
on pose < X >= {eg} si X est vide).

| Remarque 0.30 11 s’agit bien d’un sous-groupe.

Ezemple 0.14  Soit G un groupe (dont la loi est notée multiplicativement) et g un élément de
G. Alors le sous-groupe engendré par la partie X = {g} est égale a {g* | k € Z}. Ce sous-groupe est
isomorphe & Z si g est d’ordre infini et isomorphe & Z/nZ si g est d’ordre fini n d’aprés les lemmes
(0.29) et (0.30).

DEFINITION 0.19 cyclique
Un groupe est cyclique s’il contient un élément qui ’engendre : un générateur.

Remarque 0.31  D’aprés I'exemple précédent, un groupe cyclique est soit isomorphe a Z soit
a Z/nZ pour un entier n > 1. Réciproquement, un groupe isomorphe & Z ou Z/nZ est cyclique
(engendré par I'image de 1 resp. 1 par un isomorphisme choisi). Un groupe fini d’ordre n est
cyclique si et seulement si il contient un élément d’ordre n.

THEOREME 0.36 1
(Z/pZ)* est cyclique Soit p un nombre premier. Alors le groupe (Z/pZ)* est cyclique.

Démonstration Le théoréme sera démontré plus tard (0.41).

Remarque 0.32  Le théoréme ne donne pas de générateur de ce groupe et c’est un probléme
ouvert de construire un ‘générateur universel et explicite’. On ignore par exemple si la classe de 2
engendre (Z/pZ)* pour une infinité de nombres premiers p ou non.

1.17 Racines de 'unité

DEFINITION 0.20 racines
Soit G un groupe et [ un entier > 1. Nous appellerons racine [-iémes de 'unité dans G les solutions
g € G de l'équation ¢! = e.




Remarque 0.33  Les racines [-iémes de 'unité sont exactement les éléments de G dont 'ordre
est un diviseur de .

(LEMME 0.37 )
Soit G un groupe cyclique d’ordre fini n et g un générateur de G. Soit [ un entier > 2 et R
I’ensemble des solutions de I’équation

T =e

dans G.

— Si [ divise n, on a
R={g*"Y | k=0,1,...,1-1}.

— Si [ est premier avec n, on a

R = {e}.

— Dans le cas général, posons I’ = PGCD(n, ). Alors

R={g"*"") |k =0,1,....I' —1}.
N\ J

Ezemple 0.15  On cherche les solutions de 1’équation z° = 1 dans Z/2011Z. Si z € Z/20117Z
est solution de cette équation, alors zx* = 1 et donc x est inversible (d’inverse z*). Ainsi, il revient
au méme de chercher les solutions de cette équation dans (Z/2011Z)*. Or le nombre p = 2011 est
premier et le groupe G = (Z/2011Z)* est donc cyclique (0.36). En outre 5 divise l'ordre de G qui
est 2010. L’équation admet donc exactement 5 solutions et ces solutions sont de la forme

0, h= gl 2= g8t B3 g1206 pd 1608
ou g est un générateur de (Z/pZ)*. Il reste a trouver un générateur et a calculer ces puissances. Si on
calcule les puissances maximales de 2, on trouve que 22019/5 = 1. Donc 2 n’est pas un générateur. Par
contre, les puissances maximales de 3 sont toutes différentes de 1 et 3 engendre donc (Z/2011Z)*.

Si on calcule h = 3%°2, on trouve h = 1328. L’ensemble des solutions de 1’équation 2° = 1 est donc
formé de
1, h=1328, h? =1948, h® =798, h* = 1958.
Démonstration

Comme G est cyclique, toute solution x de z' = e est de la forme x = g* pour un a € Z. Dans le
cas de a), on a donc al = 0 (n) d’aprés le lemme (0.30). Cela signifie que a est multiple de n/l.

Dans le cas de b), la congruence al = 0 (n) implique a = 0 (n) car [ est inversible modulo n.

Finalement, dans le cas de c), écrivonsl = I'l" ot 1" et n sont premiers entre eux. Alors la congruence
al'l” =0 (n) est équivalente a al’ = 0 (n) qui, elle, exprime que a est multiple de n/l’.

LEMME 0.38
Soit G un groupe cyclique d’ordre n < oo et g un générateur de G. Soit d un diviseur de n. Alors
I’ensemble des éléments d’ordre d de G est formé des puissances

gkn/d




ou k parcourt les classes inversibles modulo d. Ces éléments sont deux & deux distincts. En
particulier, le nombre d’éléments d’ordre d dans G est égal & ¢(d), le nombre de générateurs de

G est égal & ¢(n) et on a
n=>_ ¢(d).
d|n

Ezemple 0.16  Le nombre p = 2011 est premier et le groupe G = (Z/pZ)* est donc cyclique
(théoréme 0.36) d’ordre 2010 = 2 x 3 x 5 x 67. Ce groupe contient donc ¢(2010) = 2 x 4 X 66 = 528
générateurs.

Démonstration Soit x = ¢® un élément d’ordre d de G. Alors d’aprés le théoréme 0.37, nous avons

a=kn/d pour un k € Z. Si f est un facteur commun a k et d, alors on a (ga)(d/f) = e. Puisque g% est

d’ordre d, il s’ensuit f = 1. Les éléments de I’affirmation sont deux & deux distincts d’aprés le lemme

(0.30). La derniére affirmation s’ensuit parce que G est la réunion disjointe de ses parties formées des

éléments d’ordre d, ou d parcourt les diviseurs d de n, d’aprés le théoréme de Lagrange (0.31).

1.18 Structure du groupe des classes inversibles modulo un nombre pre-
mier

Nous démontrerons dans cette section le théoréme (0.36) qui affirme que le groupe (Z/pZ)* est
cyclique lorsque p est premier. Nous aurons besoin du

(LEMME 0.39
Soit p un nombre premier. Si

PX)=an X" +an 1 X" '+ ... +a1X +ao

est un polynome de degré n a coefficients a; dans Z/pZ, alors I’équation P(z) = 0 admet au plus
|7 solutions « dans Z/pZ.

J

| Remarque 0.34  On appelle racines de P(X) les solutions x de P(z) = 0.

Démonstration
Nous procédons par récurrence sur n. Sin = 1, I'équation P(z) = 0 devient a1x+ ao = 0. Elle admet
x = —ap/a1 pour unique solution (le coefficient a1 est non nul car P(X) est de degré 1). Supposons

Paffirmation démontrée pour des polynémes de degré < n et soit P(X) de degré n. Supposons que
P(z) = 0. Comme pour des polynémes & coefficients réels (ou a coefficients dans tout autre corps) nous
pouvons écrire la division euclidienne du polynéme P(X) par le polynéme (X — x)

P(X) = (X —2) Q(X) + R(X),

ott Q(X) est un polynéme de degré n — 1 (le quotient) et R(X) un polynoéme de degré < 1 (le reste) car
X — x est de degré 1. Donc R(X) = ¢ pour un co € Z/pZ. Si nous remplagons X par x dans I’équation
de la division euclidienne nous trouvons

0=0xQ(z)+co

et donc co = 0. Ainsi, nous avons P(X) = Q(X) (X — z). Si P(X) s’annule en y, alors on a Q(y) =0
ouy—x =0 car Z/pZ est un corps. Ainsi toute solution y # x de P(X) = 0 est solution de Q(X) =0



et par I’hypothése de récurrence on conclut que P(X) admet au plus n — 1 racines différentes de z,
c’est-a-dire n racines au total.

LEMME 0.40
Soit G un groupe d’ordre fini n et tel que ’équation z
pour tout diviseur d de n. Alors G est cyclique.

4 — ¢ admet au plus d solutions dans G

Démonstration Pour un diviseur d de n, notons ¢ (d) le nombre d’éléments d’ordre d de G. Supposons
que d est un diviseur de n et qu’il existe dans G un élément g d’ordre d. Considérons le sous-groupe < g >
engendré par cet élément. Il est cyclique d’ordre d et chacun de ses éléments est solution de I’équation
z¢ = e dans G. Ainsi, d’aprés ’hypothése sur G, toute solution de ¢ = e dans G se trouve en fait dans
le sous-groupe < g >. En particulier, tout élément d’ordre d de G se trouve dans ce sous-groupe. Or
nous savons qu’un groupe cyclique contient exactement ¢(d) éléments d’ordre d (lemme 0.38). Ainsi, le
groupe G contient exactement ¢(d) éléments d’ordre d. Nous avons donc ¢ (d) = ¢(d) si ¢(d) > 0 et

(d) = 0 sinon. De toute fagon, nous avons ¥ (d) < ¢(d). Par conséquent, nous avons
n=> P <> ¢(d)=n,
d|n dln

ou la derniére égalité provient du lemme (0.38). Nous avons donc 9(d) = ¢(d) pour tout diviseur d de
n et en particulier, le groupe G contient ¢(n) éléments d’ordre n. 1l nous aurait suffi d’un seul pour
conclure que G est cyclique d’ordre n.

COROLLAIRE 0.41
(=Théoréme 0.36) Si p est premier, le groupe (Z/pZ)* est cyclique.

Démonstration En effet, appliquons le lemme précédent & G = (Z/pZ)*. D’aprés le lemme (0.39),
Péquation X% — 1 = 0 admet au plus d solutions pour tout diviseur d de n (et méme pour tout d € N).

1.19 Structure du groupe des classes inversibles modulo une puissance
d’un nombre premier

LEMME 0.42
Soit p un nombre premier et 1 < k < p — 1. Alors le coefficient binomial C]’; est divisible par p.

Démonstration En effet, nous avons

o p! _plp=-1(-2)...(p-k+1)

Ckl(p—k) 1X2x3%X...xk

Puisque 0 < k < p, le numérateur comporte un facteur p, mais le dénominateur n’en comporte pas.

THEOREME 0.43

— Soit p un nombre premier > 2 et k un entier > 1. Alors le groupe G = (Z/p*Z)* est cyclique
d’ordre (p — 1) p*~!. La classe de 1 + p est un élément d’ordre p*~! dans G.




— Le groupe (Z/27)* est trivial, le groupe (Z/47)* est cyclique d’ordre 2 et pour k > 2, le
groupe (Z/2FZ)* est isomorphe & Z/27Z x 7/2%~27Z. Dans ce dernier cas, I'’élément 5 est
d’ordre 28=2 dans (Z/2*Z)* et tout élément de ce groupe est de la forme +5%, a € Z.

Démonstration Posons G = (Z/p*7)* resp. G = (Z/2"7)*.
a) Premiére étape : pour e > 0, nous avons

1+p)P) =14 p ().

Procédons par récurrence sur e. Pour e = 0 I’affirmation est trivialement vraie. Supposons la démontrée
pour e. Nous avons donc
(1+p)*) =14p (1 +ap)

pour un x € Z. Alors

e+1 € e
(1+p” = (A+p)P)) = (1 +p (1 +ap))?
p—1
= 14+pp A+ap)+ O Crp* A +ap)®) +pP V(1 + zp)P
k=2

Si nous réduisons modulo p¢*3 nous trouvons 1 + p*2 car les C’g sont divisibles par p et p(e +1) > 3
puisque p > 3.

Notons ¢ : (Z/p*Z)* — (Z/pZ)* Papplication qui 4 x associe sa classe modulo p. Clairement, ¢
est un homomorphisme de groupe. Notons H le noyau de ¢, c’est-a-dire I'ensemble de x € G tels que
¢(x) = e. Clest clairement un sous-groupe.

Seconde étape : L’¢lément 1+p est un générateur de H. En particulier, il est d’ordre p*~!. Clairement,
H est formé des éléments 1+x ou x est divisible par p (dans Z/ka). Donc H est d’ordre p*~'. L’élément
1+ p appartient & H. Son ordre est donc une puissance de p. D’aprés la premiére partie c’est p©~1.

Troisiéme étape : construction d’un élément d’ordre p — 1. Soit z¢ un générateur de (Z/pZ)* et
z1 € G un élément tel que ¢(z1) = xo. Sion a =¥ = e alors on a ¢(x1)* = e et I'ordre de x1 est donc un
multiple de I'ordre de xo. Par conséquent, l'ordre de x1 est de la forme (p — 1)pl pour un | € N. Posons

T = x’fl. Alors x est d’ordre p — 1 d’aprés le lemme 0.35.

Quatriéme étape : 'affirmation. Avec les notations introduites ci-dessus, considérons I’élément x (1+
p). Il est d’ordre (p — 1) p"~! d’aprés le lemme ci-dessous.

b) Premiére étape : pour e > 0, nous avons

5(26) =14+ 2e+2 (2€+3)‘

Procédons par récurrence. Pour e = 0, I'affirmation est trivialement vraie. Supposons-la démontrée
pour e. Alors nous avons

57T = 1427214 22) = 142 x 2771+ 22) + 22741 + 22)%.

Si nous réduisons modulo 2°7*, nous trouvons bien 1 4 2°%3,

Notons ¢ : (Z/27)* — (Z/47)* Papplication qui a & associe sa classe modulo 4. Clairement, ¢
est un homomorphisme de groupe. Notons H le noyau de ¢, c’est-a-dire I’ensemble de x € G tels que
¢(x) = e. Clest clairement un sous-groupe.

Seconde étape : L’élément 5 est un générateur de H. En particulier, il est d’ordre 2°~2. Clairement,
H est formé des éléments 1+x o x est divisible par 4 (dans Z/2*7). Donc H est d’ordre 282, L’élément
5 appartient a H. Son ordre est donc une puissance de 2. D’aprés la premiére partie c’est 2872,



Troisiéme étape : affirmation. Considérons 'application
[:2)22 x )28 27 — (2.)2F7)* | (@,b) — (—=1)"5°.

On vérifie aisément que c’est un homomorphisme de groupe. En outre, f est surjectif (quel que soit
x € G,onax € Hou—x € H). Comme les deux groupes sont d’ordre 2k=1 il s’ensuit que f est bijectif.
Donc f est un isomorphisme.

LEMME 0.44
Soit G un groupe noté multiplicativement et soient g, h deux éléments d’ordre fini a,b de G tels
que gh = hg et a, b sont premiers entre eux. Alors gh est d’ordre ab.

Démonstration En effet, pour k € 7, nous avons (gh)’c = g*h* = e si et seulement si g® = h™F.
L’ordre de I’élément g* = h™" est donc un diviseur commun & ordg et ordh. Comme ces nombres
sont premiers entre eux, lordre de g" = h™" est égal a 1 et g* = h™" = e. Cela veut dire que k est
multiple de a et de —b. Puisque les deux sont premiers entre eux, k doit étre multiple du produit ab.
Réciproquement, nous avons (gh)*® = (g*)° (h?)® = e.

Remarque 0.35 En combinaison avec le lemme chinois, le théoréme 0.43 permet de déterminer
la structure du groupe (Z/nZ)* pour tout entier n dont on connait la décomposition en produit
de facteurs premiers. Par exemple, considérons n = 3 x 53 x 72. Alors, par le théoréme chinois,
nous avons un isomorphisme

(Z/nZ)* = (Z)37)* x (Z)5°Z)* x (Z)T*7)*.

Le théoréme 0.43 donne des isomorphismes (Z/3Z)* = Z/27, (Z/5°Z) = Z/100Z, Z]7*°Z =
Z/427Z. Donc on a
(Z/nZ)* = 727 x ZJ100Z x Z.J42Z.

Cela montre par exemple que le nombre de solutions de I’équation z* = 1 dans Z/nZ est égal a
2 x 4 x 2 =16. Nous laissons au lecteur le soin de calculer explicitement ces 16 solutions.



1.20 L’indicatrice de Carmichael

DEFINITION 0.21 Indicatrice de Carmichael
Soit n un entier > 2. On définit A\(n) comme le maximum des ordres des éléments du groupe
(Z/nZ)*. On appelle indicatrice de Carmichael Pexpression A(n).

Ezemple 0.17  Si p est premier, on a A(p) = ¢(p) = p — 1 car le groupe (Z/pZ)* est cyclique
d’ordre p — 1.

LEMME 0.45 Théoréme de Carmichael
Ona o™ =1 (n) pour tout entier a premier a n. Réciproquement, si m vérifie a™ =1 (n) pour
tout entier a premier a n, alors m est multiple de A(n).

Démonstration Soit a € (Z/nZ)* un élément d’ordre u = A(n) et b € (Z/nZ)* un élément d’ordre
v. Nous allons montrer que (Z/nZ)"* contient un élément dont I’ordre est PPCM(u,v). Il s’ensuivra que
A(n) = PPCM(u,v) et donc que v divise A\(n).

Pour cela, écrivons PPCM(u,v) = u'v’, ot u' divise u, v’ divise v et u’, v’ sont premiers entre eux.
Alors a*/*" est d’ordre ', b*/"" est d’ordre v’ et donc leur produit est d’ordre u'v' = PPCM(u,v) d’aprés
le lemme 0.44.

La deuxiéme affirmation est claire.

(LEMME 0.46

— OnaA2) =1, A\(4) = 2 et A(2F) = 2*~2 pour tout k > 3.
— Si p est un nombre premier impair, on a A(p*) = ¢(p*) = (p — 1)p*~1.

— Sin=rsour et s sont premiers entre eux, on a A(n) = PPCM(A(r), A(s)).

Remarque 0.36 Ce lemme permet de calculer I'indicatrice de Carmichael de tout nombre
dont on connait la décomposition en facteurs premiers. Par exemple, on a

A(561) = A(3 x 11 x 17) = PPCM(2, 10, 16) = 80.
En particulier, comme 80 divise 560, nous avons
a®%0 =1 (561)

pour tout a premier & 561 (comme dans le petit théoréme de Fermat). Un nombre n tel que
a™ ! =1 (n) pour tout entier a premier & p s’appelle un nombre de Carmichael. Voici le tableau
des premiers 17 nombres de Carmichael non premiers.

) n décomposition  A(n)

1 561 3x 11 x17 80
2 1105 5 x 13 x 17 48




3 1729 7x13x19 36
4 2465 ox17x29 112
5 2821 7x 13 x 31 60
6 6601 7Tx23x41 1320
7 8911 7Tx19x67 198
8 10585 d5x29x73 504
9 15841 Tx31x73 360
10 29341 13 x 37 x 61 180
11 41041 7 x11x13 x 41 120
12 46657 13 x37x97 288
13 52633 7Tx 73 x103 1224

14 62745 3xHx47x89 2024
15 63973 7 x13x19x 37 36
16 75361 11 x13 x17x31 240
17 101101 7x11x13x101 300

Démonstration Les parties a) et b) résultent du théoréme 0.43. Pour c), nous avons isomorphisme
de groupes

(Z/nZ)" = (Z)rZ)* x (Z/sZ)*
donné par le lemme chinois. L'ordre d’un couple (a,b) € (Z/rZ)* x (Z/sZ)* est clairement égal au
PPCM des ordres des deux composantes. Ceci implique que I’ordre maximal d’un couple sera le PPCM
des ordres maximaux atteints dans chaque composante.

1.21 Résidus quadratiques

DEFINITION 0.22 résidu quadratique
Soit n > 2 un entier. Une classe a € (Z/nZ)* est un résidu quadratique modulo n si a = b? pour
une classe b. Dans le cas contraire, la classe a est un non-résidu quadratique.

Exemples. Dressons les listes des résidus quadratiques modulo quelques nombres premiers

2: 1
3: 1
5: 1,4
7: 1,2,4
11: 1,3,4,5,9
13: 1,3,4,9,10,12
17: 1,2,4,8,9,13,15,16
19 : 1,4,5,6,7,9,11,16,17

23: 1,2,3,4,6,8,9,12,13,16,1829: 1,4,5,6,7,9,13,16,20,22, 23,24, 25,28

Notons qu’il y a (p — 1)/2 résidus quadratiques pour chacun de ces nombres premiers et que —1 est
un résidu quadratique pour 5,13, 29.



(LEMME 0.47
Soit p = 21 + 1 un nombre premier impair.

— Parmi les 2! éléments de (Z/pZ)* la moitié exactement sont des résidus quadratiques.

— Pour tout a € (Z/pZ)* on a a' = £1 (p). On a! =1 (p) si et seulement si a est un résidu
quadratique modulo p.

— La classe de —1 est un résidu quadratique modulo p si et seulement si p = 1 (4).

Ezxemple 0.18 Le nombre 2011 est premier et congru & 3 modulo 4. Donc —1 n’est pas résidu
quadratique modulo 2011. Par contre, a I'aide de I'algorithme de calcul rapide des puissances, on
vérifie aisément que 1848199° =1 (2011). Donc 1848 est un résidu quadratique modulo 2011.

Démonstration a) Nous savons que (Z/pZ)* est isomorphe a Z/2lZ. Or ce dernier groupe contient

exactement | classes multiples de 2.

b) Nous avons (a')? = a?~! = 1 (p) d’aprés le petit théoréme de Fermat (0.33). Donc o' = +1 (p)
(car ’équation x* = 1 admet exactement 2 solutions dans Z/pZ, d’aprés 0.37).

Sia = b2, alors a® = b** = vP~! = 1 modulo p, par le petit théoréme de Fermat. Réciproquement,
si ' =1 modulo p, alors si g est un générateur de (Z/pZ)*, nous avons a = ¢2* pour un k € Z d’apres
le lemme (0.37). Donc a est un carré.

¢c) D’aprés a), la classe de —1 est un résidu quadratique ssi (—1)! = 1 (p), c’est-a-dire que [ est pair
ou encore que p = 2l + 1 vérifie p =1 (4).

THEOREME 0.48 Conjecture d’Euler
Soit @ un entier non nul et p un nombre premier impair. Le fait que a soit résidu quadratique
modulo p ou non ne dépend que de la classe de p modulo 4a.

Remarque 0.37 La conjecture, due & FEuler, fut démontrée pour la premiére fois par
C. F. Gauss en 1796 sous le nom de ‘théoréme d’or’. Nous allons donner la démonstration dans
une section ultérieure.

Exemples. Nous avons déja vu que —1 est un carré modulo p si et seulement si p est congru a 1
modulo 4, ou encore modulo —4 = 4(—1).

D’aprés le théoréme, le fait que 2 soit un carré modulo p ne dépend que de la classe de p modulo
8. Or 2 est non résidu quadratique pour 3 et 5, il est résidu quadratique pour 7 (42 = 2) et pour 17
(62 = 2). Donc 2 est un carré modulo p ssi p = +1 (8).

Nous verrons plus tard que le calcul des classes de nombres premiers p modulo lesquels a est un
résidu quadratique peut toujours se ramener 4 a =2 et a = —1.

1.22 Le symbole de Legendre

DEFINITION 0.23 symbole de Legendre
Soit p un nombre premier et a un entier. On pose

= 1 si a est résidu quadratique modulo p — 1

<a) 0 si p divise a
si a est non fesidu quadratique modulo p




On appelle symbole de Legendre I’expression (%)

Remarque 0.38  Par définition, le symbole de Legendre (%) ne dépend que de la classe de a
modulo p.

Pour un nombre premier impair, onn a (_71) =1 ssi p est congru & 1 modulo 4 et (%) =1 ssi
p est congru a +1 modulo 8. Si on tient & des formules explicites, on peut écrire

= G=

(P p

(LEMME 0.49
Soit p = 21 + 1 un nombre premier impair.

Démonstration a) résulte du lemme 0.47 a) et b) de a).

( -
DEFINITION 0.24
Pour deux entiers a, b, on pose

-1 sia=3(4)etb=3(4)1

sinon

0(a,b) = {

Remarque 0.39 On peut vérifier aisément que pour a et b impairs, on a

a—1b—1

6(a,b) = (1) 7 "=

THEOREME 0.50 Loi de réciprocité quadratique
Si p et ¢ sont deux nombres premiers impairs distincts, on a

<§><§> — 0(p,q).

Remarque 0.40  Le théoréme est équivalent & la conjecture d’Euler. 11 signifie que (%) = (%)

si p ou ¢ est congru & 1 modulo 4, et (£) = —(1) dans le cas contraire.

Démonstration



On a toujours p — ¢ = 4a ou p+ q = 4a pour un a € Z. Supposons d’abord que p — q = 4a. Alors on

py_ ,q+4a, da, @
( q) (—q )=( " )= ( q)«
ou nous avons utilisé le lemme 0.49. De 'autre c6té, nous avons

4y _ (p—4ay_ —da, -1 0
(p) ( B ) (p) (p)(p)-
Or, d’aprés la conjecture d’Euler, nous avons (%) = (%) Puisque p et ¢ ont méme reste par 4, il s’ensuit
que 0(p,q) = (%) ce qui termine la démonstration dans ce cas.
Supposons maintenant que p + q = 4a. Alors nous avons

4a — q 4a a

)= (=)

Py _
()= ¢

q q q

et de méme 4 4
ay_(za—-Py_ (2ay_ 2
(p) ( - ) (p) (p)«

Donc d’apreés la conjecture d’Euler, nous avons (£) = ().
Résumé des propriétés du symbole de Legendre.

Les regles suivantes permettent de calculer tout symbole de Legendre (p et q sont des nombres
premiers impairs distincts ; a,a’,b sont des entiers)

— Modularité : ,
a a
()= (—)
sia=ad (p).
— Multiplicativité :
ab a,,b
( ) )= ( p)( p)
— Réciprocité :

— Valeurs particuliéres :

(—_1):{1 sip=1(4) (2) { 1 sip=+1(8)—1

p -1 Sip53(4) ’ p



Ezxemple 0.19  Nous montrons comment les régles ci-dessus permettent de calculer (%) :
541 2011 L
(2011) - (—541 ) (réciprocité, 541 =1 (4)))
= (%) (modularité, 2011 = 388 (541))
2 97

= (E)2 (ﬁ) (multiplicativité, 388 = 22 x 97)
541

= (57)
56 "
= (ﬁ) (modularité, 541 = 56 (97))

(réciprocité, 541 =1 (4))

2
= ( 9_77) ( E)S (multiplicativité)
97, 2
= (7) (§)3 (feciprocité, 97 = 1 (4))
-1, .2
= (7) (E)3 (modularité) = —1 (valeurs particuliéres, (_71) =

1.23 Démonstration de la conjecture d’Euler

~

(LEMME 0.51
Soit p = 2/ + 1 un nombre premier impair et a un entier qui n’est pas divisible par p. Pour
1 < k <, soit ry le reste de la division de ka par p et soit v le nombre de restes r > [. Alors

et en particulier, a est un résidu quadratique modulo p si et seulement si v est pair.

Démonstration Siai= taj (p), alors comme a est inversible modulo p, nous avons i = +j (p) ce
qui est impossible si i et j sont compris entre 1 et [. Donc si nous posons

{ T4 sil<nr,<lp—mr;
Si = .
sil <r;

les s; sont deux & deux distincts et compris entre 1 et l. Puisque ils sont au nombre de I, tout entier
entre 1 et | est égal & un s;. Nous avons

rirg---rp = (—1)s182- - 51 = (=1)"1! (p).

De Pautre c6té, nous avons
rire - =10 a (p)-
Puisque 1! est inversible modulo p, nous obtenons D'affirmation. La derniére partie résulte du lemme
précédent.
Ezxemple 0.20  Prenons p = 11 et donc [ = 5. Dans le dessin suivant, nous calculons v pour a
variant entre —5 et 5. Par exemple, la ligne qui commence par le nombre 2 comporte [ = 5 points
aux abscisses 2,4,6,8,10. Le nombre de points qui se trouvent dans des intervalles ‘sous-lignés’



est égal & v. Donc v = 3 et 2 est un non-résidu quadratique modulo 11. Les résidus quadratiques
modulo 13 sont —2,1, 3,4, 5.

5 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[} [} [}

3 ° ° ° ° °

2 [ ] [ ] [ ] [ ]

! 0° e oo 11 22

_1 —22 —11 e o o o .0

_2 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

_3 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

_4 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

_5 [ ] [ ] [} [} [ ]

THEOREME 0.52 Conjecture d’Euler
Soit a un entier non nul et p un nombre premier impair. Le fait que a soit résidu quadratique
modulo p ou non ne dépend que de la classe de p modulo 4a.

Démonstration D’aprés le lemme 0.51 et ’exemple qui le suit, il s’agit de compter le nombre v de
points ka, 1 < k < I, qui se trouvent dans I’'un quelconque des intervalles I; = [ip/2, (i + 1)p/2], ou i
est impair et compris entre 1 et a. En effet, le dernier point, la = (p — 1)a/2, se trouve dans I'intervalle
[(a — 1)p/2,ap/2]. Supposons que p' = p + 4a et que v’ est le nombre de points correspondant (peu
importe si p’ n’est pas premier). Alors le nombre d’intervalles I, reste le méme (= a), mais le nombre
de points ka augmente de I’ — | = 2a. Je dis que chacun des a intervalles I, comporte 2 points ka de
plus que lintervalle I; correspondant. Ceci impliquera que v’ — v est pair et donc que (—1)"/ = (—-1)".
Comparons en effet I'intervalle I; a I'intervalle I} : nous avons

B PP
I = [157(14'1)5]
I = [i(g +2a),(i+1)(§ +2a)]

[ig +2ia,(i+1)§+2ia]u[(i+1)g+2ia,(i+1)§+2ia+2a].
L’intervalle I] est donc obtenu a partir de I; par deux opérations : décalage de 2ia et rajout d’un intervalle
disjoint de longueur 2a dont les extrémités ne sont pas multiples de a. Or le décalage d’un multiple de
a laisse invariant le nombre de points ka contenus dans l'intervalle, et le rajout d’un intervalle disjoint
de longueur 2a dont les extrémités ne sont pas multiples de a rajoute 2 points ka car tout intervalle de
longueur 2a dont les extrémités ne sont pas des multiples de a comporte exactement 2 points ka (par
mise a4 ’échelle, on peut supposer que a = 1 : tout intervalle de longueur 2 dont les extrémités ne sont
pas entiéres comporte exactement 2 points entiers.)

1.24 Bibliographie

Les livres suivants peuvent servir & approfondir les connaissances sur certains sujets traités en cours.
Le livre de Weiss [1] est rédigé de fagon élémentaire et son contenu est relativement proche de celui
du cours. Le livre de Gindikin [2] contient des biographies de mathématiciens et physiciens de la
renaissance & nos jours et donne des explications élémentaires mais complétes d’un grand nombre



de résultats qu’ils ont obtenus. Le chapitre sur Gauss est un trésor de perles d’arithmétique. Le
cours de Michel Demazure [3] contient entiérement le programme de ce cours et le dépasse de loin.
Il s’adresse & un public un peu plus avancé. Le livre d’Artin [4] est trés complet, bien rédigé et peut
servir du DEUG jusqu’a la maitrise.

Les chiffres en gras se reportent a la bibliothéque de Mathématiques du second cycle, Tour 56,
rez de chaussée.
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