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1 Groupe symétrique, déterminant

Etude du groupe symétrique puis construction du déterminant.

Pour bien aborder ce chapitre

Ce chapitre est réservé aux éléves de MPSI. On va y définir le déterminant en toute généralité.
Il va nous falloir au préalable étudier le groupe symétrique & (n). Il est formé de toutes les permu-
tations d’un ensemble E a n éléments et admet comme loi interne la composition. Ce groupe est
trés important en mathématiques. Ainsi, c’est en étudiant le groupe des permutations des racines
d’un polynéme que Galois est parvenu & prouver la non résolubilité par radicaux des équations
polynomiales de degré > 5. Le mathématicien Arthur Cayley a par ailleurs prouvé que tout groupe
fini de cardinal n est isomorphe & un sous-groupe de & (n) (son résultat est en fait plus général car
il s’étend aux groupes de cardinal infini).

La construction du déterminant est basée sur les notions que nous allons introduire quant au
groupe symétrique. On explicitera ensuite, comme dans le cas des déterminants de taille 2 et 3
traités dans le chapitre précédent, ce qu’est le déterminant d’un endomorphisme et d’une famille
de vecteurs.

Le développement de la notion de déterminant est fortement lié aux tentatives effectuées par les
mathématiciens pour résoudre les systémes linéaires a n équations et n inconnues. En 1545, Cardan
introduit des déterminants de taille 2 pour résoudre des systémes linéaires de deux équations a
deux inconnues. En 1678, Leibniz fait de méme mais pour n = 3 et en 1748, MacLaurin résout le
probléme quand n = 4. En 1750, Cramer établit des formules pour le cas général mais ne sait pas
les démontrer (voir le théoréme 0.19 page 20). En 1764, Bézout reprend les travaux de Cramer et
met en place les formules de développement suivant une rangée (voir le théoréme 0.24 page 24).



Elles permettent de formuler des relations de récurrence pour le calcul des déterminants. Dans
les " Disquisitiones arithmeticae”, Gauss donne au déterminant sa dénomination actuelle. Lagrange
comprend le lien du déterminant avec la notion de volume. C’est au 19 ¢ siécle que Cauchy utilise
pour la premiére fois le mot déterminant dans le sens qu’on lui donne maintenant. Il fait, dans
un long article, la synthése des connaissances & son sujet et jette les bases de la réduction des
endomorphismes. Grace a trois articles dans le journal de Crelle, Jacobi popularise la notion et
construit des algorithmes permettant de le calculer. Il faut attendre le milieu du 19 © siécle pour
que les déterminants soient utilisés, par Sylvester et Cayley dans le cadre matriciel. Ce dernier est
a lorigine de la notation utilisée pour les écrire avec des grandes barres verticales.

1.1 Le groupe symétrique

DEFINITION 0.1 Groupe des permutations

Soit un ensemble E. On appelle permutation de E, une bijection o : E — E. On note & (E)
I’ensemble des permutations de ’ensemble E. On sait que (6 (E),o) est un groupe (voir la
proposition ?? page ??), appelé groupe des permutations de 'ensemble F.

Dans la suite, on considérera un ensemble fini E de cardinal n, et en particulier E = [[1,n].

N

(DEFINITION 0.2 Groupe symétrique
Lorsque l'ensemble E = [1,n], on note & (n) le groupe des permutations de E qui est un groupe
fini de cardinal n!. Ce groupe s’appelle le groupe symétrique d’ordre n. Une permutation o € & (n)
se note

o= (1 ... no(l) ... U(n))

[DEFINITION 0.3 Orbite d’un élément

Soit une permutation o € & (F) et un élément x € E. On appelle orbite de 1’élément x selon la
permutation o, Pensemble O(z) = {o*(z) | k € Z}. On vérifie facilement que si y € O(z), alors
O(z) = O(y).

Ezemple 0.1  Si E = {1,2,3,4,5,6}, et 0 = (123456215364), O(1) = O(2) = {1,2} et

0@ O :@5) = 0(6) = {3.,4,5,6}.
t (©

DEFINITION 0.4 Permutation circulaire
Soit une permutation o € & (F). On dit que c’est une permutation circulaire s’il existe un élément
x € E tel que O(x) = E.

Ezemple 0.2 Si E ={1,2,3,4},0 = (12343421) est une permutation circulaire :
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| Remarque 0.1 Il y a (n — 1)! permutations circulaires dans le groupe symétrique & (n).

DEFINITION 0.5 Cycle

Soit une permutation o € & (E). On dit que o est un cycle s’il y a au plus une orbite qui n’est
pas réduite a& un élément. Cette orbite s’appelle le support du cycle, et le cardinal de cette orbite
s’appelle la longueur du cycle.

Ezemple 0.5 FE =1{1,2,3,4,5,6}, 0 = (1 2345623145 6), est un cycle de support {1,2,3}
et de longueur 3. On note plus simplement (1 2 3) un tel cycle.

ONG
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LEMME 0.1 Deux cycles de supports disjoints commutent
Soient deux cycles o1 et o3 de & (E) de supports disjoints. Alors o1 0 09 = 03 0 07.

Démonstration Soient ¢1 et ca deux cycles de supports disjoints. Montrons que ci1 0c2 = czocy. Soit
x € E, étudions trois cas : si x est dans le support de c1, il n’est pas dans le support de c2 donc ca2(x) = x.
Par conséquent, c1 oca2(x) = c1(x) et puisque c1(x) est dans le support de ci1, il n’est pas dans le support
de ¢z et donc ca(c1(x)) = c1(x). De méme, si x est dans le support de cz, c¢1 0c2(x) = ca oc1(x) = ca(x).
Si enfin x n’est ni dans le support de ci1, ni dans le support de c2, il est invariant & la fois par c1 et c2
doti ci oca(x) = c20ci(z) =z

THEOREME 0.2 Décomposition d’une permutation en produit de cycles a supports
disjoints

Soit une permutation ¢ € & (E). Elle se décompose en un produit fini de cycles de supports
disjoints qui commutent deux a deux.

Démonstration Théoréme admis. La démonstration est plus fastidieuse que difficile. L’étude des

exemples est plus convaincante.

On obtient en pratique la décomposition en dessinant les orbites de la permutation o :

Ezemple 0.4  Considérons la permutation o = (52343878 2%). On représente graphique-
ment ses orbites :

@@



Définissons alors les cycles ¢; = (423436789%) = (1 10 3) de support {1,10,3} et
o= (13345878219)=(2 9 8 5 4) de support {2,4,5,8,9}. On a bien 0 = ¢ 0oy =
co 0 ¢1. La décomposition en cycles permet de calculer facilement les puissances d’une permutation
dans le groupe symétrique. Puisque les cycles commutent, o = c¥ o c§. Si [ est la longueur d’un
cycle ¢, puisque ¢! = id, ¢¥ = ¢? ol p est le reste de la division de k par . Sur notre exemple,

11 dl 20
ol =cllocl =clocy; =(1234567891039102467581).

DEFINITION 0.6 Transposition
Une transposition de & (E) est un cycle de longueur 2. Une transposition échange deux éléments
a, b et laisse les autres invariants. On note 7,5 une telle transposition.

Remarque 0.2 Se donner une transposition dans le groupe symétrique & (n) revient a se
n(n—1)
2
On calcule facilement la composée de transpositions : ¢ = Te30T120713 = 712 : tous les i & {1,2,3}
sont invariants par ces trois transpositions donc o(i) = i et (1) = 723 0 112(3) = ™23(3) = 2,

0'(2) — T23 O T12(2) = 7'23(1) = 1, 0'(3) — T23 © 7'12(1) = T23(2) =3.

n
donner une paire d’éléments {i, j} distincts. Il y a donc (2> = transpositions dans & (n).

THEOREME 0.3 Décomposition en transpositions
Toute permutation o € & (n) se décompose en un produit fini de transpositions :

0 =T10--0Tg.

Il n’y a pas unicité d’une telle décomposition.

Ezxemple 0.5 On dispose d’un algorithme simple qui permet de trouver une telle décomposition.
Si par exemple 0 = (123429),

— On commence par regarder o(6) = 4 # 6. Formons donc la permutation o; = 746 0 0 =

123456 - 5
(123459). Le 6 est maintenant a sa place.

Comme 1(5) = 4, on forme oy = 745 0 01 = (},) 2338 g) et maintenant 5 et 6 sont & leur
place.
Comme 02(4) = 2, on forme o3 = 743 0 03 = (

Comme 03(3) = 1, on forme 04 = 143003 = (

Au bout d’au plus n étapes, on trouve l'identité. Il suffit alors d’écrire

T13 O T42 O T45 © T4g © 0 = id

1

et comme pour toute transposition 77" = 7, on en déduit la décomposition de o :

-1
0 = (7-13 O T42 O Ty5 O 7—46) = T46 © T45 O T42 © T13

Cet algorithme montre que toute permutation de & (n) s’écrit comme un produit d’au plus n
transpositions.



Pour terminer ce paragraphe, dressons la table du groupe & (3) : a chaque ligne on place un

élément o; et a chaque colonne un élément o;. A T’intersection de la ligne i et de la colonne j, on

place 'élément o; 0 0. Il y a 3! = 6 permutations : & (3) = {id, 712,713, 723,0,02} o o0 = (13 3)

est une permutation circulaire avec 0% = (12 3).



6 (3) ld T12 T13 T23 g 0'2

id id T12 713 T23 g O’2
T12 T12 id 02 g T23 713
T13 T13 g id 0'2 T12 T23
T23 T23 0'2 g id T13 T12
g g T13 T23 T12 0'2 id
02 02 T23 T12 713 id g

On voit que le groupe & (3) n’est pas commutatif : par exemple 712 o 715 # 713 © T12. Plus
généralement, le groupe & (n) n’est jamais commutatif puisque si 4, j, k sont distincts, 7;; o 7j5 #
Tjk © Tij. On peut montrer que les groupes finis de moins de 5 éléments sont tous commutatifs donc
G (3) donne le premier exemple de groupe non commutatif & 6 éléments.

1.1.1 Signature d’une permutation

(DEFINITION 0.7 Signature d’une permutation )

Soit une permutation o € & (n). On dit qu’un couple (i,5) € [[1,n]? est un inversion de o lorsque
i<jeta(i)>oa(4).

On note I(o) le nombre d’inversions de la permutation o, et on définit la signature de la permu-
tation o par

(o) = (=1)1).

\On dit qu’une permutation o est paire si €(o) = +1 et impaire lorsque (o) = —1.

remple 0. onsidérons la permutation o = . Ecrivons son tableau d’inversions :
Ezemple 0.6 Considérons la permutat 1234567) tableau d

i 1 2 3 4
Card{j >i|o(j)<o(i)} 2 3 4 1 0 0 0

On trouve que I(c) =10et (o) =1;

(LEMME 0.4 Expression algébrique de la signature
Soit une permutation o € & (n). On a les expressions suivantes pour sa signature :

o(j) — o(i) a(j) —a(i)
1<i<j<n {i,5}YC1,n]i#5

Démonstration Considérons une paire {i,j} € [1,n] avec i # j. Puisque M =
t=J

1. C’est-a-dire un sous-ensemble de [1,n] constitué de deux éléments



o(j) —o(i) s o(j) —o(i) o(j) —o(i)
—_— t t d P=1_.——r= A A
e on peut supposer que i < j et donc ILi; = I i

— Si (4,7) est une inversion de o, i < j et o(i) > o(j) donc U(j; — j(z) =— |U(j|) — U|(Z)|
— j—i
— Si (4, j) n’est pas une inversion de o, U(J), — (,T(Z) = |U(J), — U(Z)|
j—i |7 — 1l
On peut donc écrire
I(o) H{i,j}|g(j) - U(Z)|
P=(-1) — .
H{i,j}'] — i
On remarque également que
[TleG) —o@l= T Ik-1
{i.3} {k,1}

En effet, puisque o est bijective, pour toute paire {k,l} il existe une unique paire {i,j} telle que
{k,1} = {o(i),0(4)}. Finalement, P = (—1)'(") = ¢(0);

THEOREME 0.5 La signature est un morphisme de groupes
L’application
- { (&(n),o) — ({-1,1},x)o
— (o)

est un morphisme de groupes.

Démonstration  Soient deux permutations o1, o2 de & (n). Montrons que e(c1002) = €(01) X £(02).
En utilisant la forme algébrique de la signature,

o1(02(j)) — o1(02(4))
J—i

P=c¢(o1002) = H
{i,3}

_ 01(02(4)) — o1(o2(i)) a2(j) — o2(i)
Pgﬁl% 72(5) = 72(7) ll j=i

Mais comme toute paire {k,l} s’écrit de fagon unique {o2(j),02(i)} ou {i,;j} est une paire,

o1(k) —o1(l o2(7) —o2(1
P=T] (k) ()H () (4)

L—1 T
{k,1} {i,7} J !

=e(01) X e(o2).

(DEFINITION 0.8 Groupe alterné
La signature étant un morphisme de groupes, son noyau

Kere = {oc € 6 (n) | e(0) = +1}

| est un sous-groupe du groupe symétrique, appelé groupe alterné. On le note A,,.

LEMME 0.6 Signature d’une transposition
Soit 7 une transposition de & (n). C’est une permutation impaire : e(7) = —1.




Démonstration Soit i € [2,n]. La transposition T1; s’écrit :

12 (1) i (i+1) .. n
T = (z 2 ... (i—1) 1 (i+1) ... n)‘

Le tableau d’inversions de 11; s’écrit donc :



i 1 2 ... i-1 i ... n
(-1 1 ... 1 0

Par conséquent, I1(71;) = (i — 1) + (i — 2) = 2i — 3 d’out Pon tire e(1;) = (=1)*7* = —1. I suffit
ensuite de remarquer que si i,j € [1,n] sont distincts et différents de 1,

Tij = T13 O T15 O T14

et par conséquent,
E(Tij) = E(TM)E(le)E(TM) =—1.

Remarque 0.3  Puisque 'application

) A, — 6Mn)\ Ao
v — TOO

est une bijection, on en déduit que le cardinal du groupe alterné vaut n!/2.

g
COROLLAIRE 0.7 Autre caractérisation de la signature
Si une permutation ¢ s’écrit comme produit de p transpositions,

0=T10 0T,

(alors e(o) = (=1)P.

Démonstration  Comme la signature est un morphisme de groupes, (o) = g(11) X+ - -xe(1p) = (—=1)P.

Remarque 0.4 La décomposition d’'une permutation en produit de transpositions n’est pas
unique, mais la parité du nombre de transpositions est la méme pour toute décomposition.

Ezxemple 0.7 Dans les années 1870, Sam Loyd a offert une prime de 1000 dollars & la personne
qui trouverait la solution du jeu de taquin suivant : la case 16 est vide, et les piéces peuvent glisser
sur cette case vide. Lors du premier coup, on peut faire glisser la case 15 ou la case 12 sur la case
vide, et ainsi de suite. Le défi consiste & obtenir la méme configuration que la configuration initiale
ol les cases 14 et 15 sont inversées.

1 2 3 4 1 2 3 4
5) 6 7 8 5 6 7 3
9 10 11 12 9 10 11 12

13 14 15 . 13 15 14 .




Toute configuration du taquin peut étre représentée par une permutation o € & (16) : o(4)
représente le numéro de piéce qui se trouve sur la case ¢. La position initiale correspond a la
transposition id et la position finale a la transposition 7i4,15. Pour passer d’une configuration o
a une configuration ¢’, on échange une plaque avec la case vide donc ¢/ = 7 o ¢ ol 7 est une
transposition. Si 'on arrive & résoudre le puzzle en n coups, on a donc

Tpo---oT1oid = Ti4,15

En prenant la signature, (—1)” = —1 et il faut donc un nombre impair de coups. Colorions main-
tenant les cases du taquin alternativement en noir et blanc comme sur un échiquier. On s’apercoit
qu’a chaque mouvement, la case vide change de couleur. Comme dans la configuration initiale et
finale la case vide est de la méme couleur, le nombre de coups doit étre pair. On aboutit donc a
une contradiction et le probléme est impossible & résoudre.

Arthur Cayley, né le 16 aoat 1821 a Richmond, mort le 26 janvier 1895 4 Cambridge



- -
e "

=

b i 72" Mathématicien anglais. Ar-
thur Cayley montre trés tot de fortes aptitudes pour les mathématiques. A 14 ans, il rentre au King’s
College School. Ses professeurs invitent ses parents & pousser leur fils vers ['université. Il entre a
Cambridge a l'dge exceptionnel de 17 ans. Pour ses 20 ans, il a déja versé trois contributions au
Cambridge Mathematical Journal. Celles-ci portent sur des lectures des e uvres de Lagrange et
Laplace. A la fin du premier cycle, il regoit le Smith’s Prize.

Mais & 25 ans, il choisit d’embrasser la profession d’avocat. Métier qu’il exercera pendant 14 ans.
1l cotoie alors le mathématicien Sylvester, lui aussi avocat et avec lequel il aura de nombreuses
discussions mathématiques. Cayley publiera pendant cette période entre 200 et 300 articles mathé-



matiques.

Alors qu’il est agé de 42 ans, on lui propose une chaire & Cambridge. Il renonce alors a son travail
lucratif d’avocat pour se consacrer entiérement aux mathématiques.

L’ uvre mathématique de Cayley est immense et est réunie dans une collection de 18 volumes
intitulée "Collected Mathematical Papers”. Il a en particulier et parallélement a Grassmann dé-
couvert les notions d’espace vectoriel et de dimension. Il est le premier, avec Sylvester, a introduire
la notion de matrice. Il s’est beaucoup intéressé a la théorie des invariants qui vise a étudier les
propriétés algébriques invariantes par 'action d’une application linéaire. Vous étudierez en seconde
année le théoreme de Hamilton-Cayley qui est une de ses contributions fondamentales a [’algébre
linéaire et qui dit que toute matrice carrée annule son polynéme caractéristique.

1.2 Construction du déterminant

Etant donnée une famille de n vecteurs (z1,...,z,) d'un espace vectoriel de dimension 7, nous
voulons développer un outil qui permet de détecter si cette famille est liée ou libre. Dans la suite,
FE désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n.

1.2.1 Formes n-linéaires alternées

(1= e s s ~N
DEFINITION 0.9 Forme n-linéaire

Soit E un K-espace vectoriel. On dit qu’une application ¢ : E™ — K est n-linéaire si elle est linéaire
par rapport & chaque variable, les autres étant fixées : Vi € [1,n], V(x1,...,Ti—1, Tit1,---,Tn) €
E™ V(z,y) € E?, Y\, n) € K[2],

vectoriel des applications de E™ vers F.

~

(ProPOSITION 0.8  Opération de & (n) sur L™(E)
Soit ¢ € L™(FE) une forme n-linéaire et o € & (n) une permutation. On définit une nouvelle forme
n-linéaire :
{ E™ — K(x1,...,2,)
oxp:
— 30(170(1)7 ey za(n))

et si 01,02 € &(n), o1 x (02 xp) = (01 0 02) * .

Démonstration On vérifie facilement que o x ¢ est encore une forme n-linéaire. Notons pour i €
[1,n], yi = o) et calculons, o1x(02%p)(x1, . .., Tn) = (02%x0) (Toy(1)s -+ > Tar(n)) = PWay(1)s- - -1 Yoo (n))-
Mais Yoo(i) = Toy(0a(i)) = Toqooq(s) d’Ol le résultat.

DEFINITION 0.10 Forme n-linéaire antisymétrique
On dit qu’une forme n-linéaire p € L™(E) est antisymétrique lorsque Vo € & (n), o x ¢ = e(o)y
ou £(0) désigne la signature de la permutation o.

(p(xla sy Ti—1, /\17+Hy7$i+1a cee 7:677.) = )\<P($17 sy Li—1, Ly Li415 - - - 7In)+ﬂ</7('rla s Li—1, Y, Tit 1,4 - -
(Nous noterons L"(E) I'ensemble des formes n-linéaires sur I'espace E. )
Remarque 0.5 On vérifie facilement que L£"(E) est un sous-espace vectoriel de ’espace

) Tn).-



LEMME 0.9

Une forme n-linéaire ¢ est antisymétrique si et seulement si Y(z1,...,2,) € E", Vi,j € [1,n],
1< 7,
O(T1y. oy Lim1, Ty Tig 1y vy Bn) = —P(T1y ooy Tiye ooy Tjyen ey L)
Démonstration

— Sip est antisymétrique, en notant 7;; la transposition qui échangei et j, on obtient immédiatement
le résultat.

— Réciproquement, toute permutation o s’écrit comme un produit de transpositions :

O=T10...Tk

et (o) = (—1)*. II suffit d’utiliser la proposition précédente : o« p =11 % ... Th *xp = (—=1)Fp =

e(o)e.
Nous voulons trouver des formes n-linéaires qui s’annulent sur les systémes liés. En particulier,
lorsque deux vecteurs d’une famille sont égaux, notre forme doit s’annuler. C’est ce qui motive la
définition suivante :

~

(DEFINITION 0.11
On dit qu’une forme n-linéaire ¢ : E™ — K est alternée si elle s’annule sur tout systéme compor-
tant deux vecteurs égaux : V(z1,...,2,) € E™, Vi,j € [1,n], i < j, si x; = x;, alors
O(x1, . Tiy oo, Xy, Tn) = Or
(. J

Les deux notions de forme n-linéaire antisymétrique et alternée sont identiques comme le montre
le théoréme suivant :

THEOREME 0.10 Alternée = Antisymeétrique
Une forme n-linéaire est antisymétrique si et seulement si elle est alternée.

Démonstration

— Supposons ¢ antisymétrique et considérons n vecteurs (z1,...,Tn) avec x; = x; = z. Pour la
permutation T;; qui échange ¢ et j, on doit avoir

o(T1, . Ty T,y ) = —O(T1, oy Ty, Ty e ey D)
d’ou 2¢(x1,...,Ziy...,ZTj,...,Zn) = Og. Comme nous travaillons avec un corps K = Q'R,C, il
vient que p(x1,...,Tiy.. ., Tjy...,Tn) = Ok.

— Réciproquement, soient ¢ < j deux indices, puisque ¢ est alternée,
o(r1,...,zi+xj,...,xi+T4,...,2n) = Ok
Mais en développant, en utilisant la bilinéarité et le fait que @ est alternée, on trouve que
(T, Ty Ty, ) F (T, Ty Ty, Tn) = Ok

Nous avons donc montré que pour toute transposition 7;j, Tij * ¢ = —. Il suffit de conclure en
utilisant le lemme ?77.



Remarque 0.6  On note A"(E) 'ensemble des formes n-linéaires antisymétriques (ou alter-
nées) et on vérifie facilement que c’est un sous-espace vectoriel de L™(E).

PrOPOSITION 0.11 Une forme n-linéaire antisymétrique détecte les systémes liés
Soit ¢ une forme n-linéaire antisymétrique. Si la famille (z1, . ..,z,) est liée, alors p(z1,...,2,) =
Ok.

Démonstration Si la famille est liée, I’'un des vecteurs de cette famille est combinaison linéaire des
autres : il existe i € [1,n] tel que
Tr; = Z)\jl’j.

J#i
Mais comme ¢ est alternée,

np(:cl,...,:ci,...,xn):Z)\jgo(xl,...,:cj,...,xj,...,:cn):OK.
J#i

1.2.2 Déterminant de n vecteurs dans une base

Pour comprendre ce paragraphe, nous allons commencer par un calcul simple en dimension 2.
Soit E un K-espace vectoriel de dimension 2 et e = (e1, e2) une base de E. Considérons une famille
de deux vecteurs (z1,z2) que nous décomposons dans la base e :

r1 = ZTiie1 + Ta1€2
T2 = Ti2€1 + Ta2€2

Soit  une forme 2-linéaire alternée sur E. En utilisant la bilinéarité,

o(x1,x2) = x110(€1, T1261 + Taze) + Ta1p(e2, T12e1 + Ta2e2)

= znrizp(er, e1) + rrizaap(er, e2) + ra1712¢0(€2, €1) + T217220(E2, €2).
Puisque ¢ est alternée, p(e1,e1) = p(ea, e2) = Ok et p(ea,e1) = —p(eq, e2). Finalement,
o(r1,29) = [58119622 - $21£C22}<P(€1,€2)-
Définissons une application que nous appellerons déterminant dans la base e :

= Z11T22 — T21%12

2
det - { E — K(,Tl,,fg)
€
On vérifie facilement que cette application det. est bien une forme 2-linéaire alternée. Alors, en
notant A = ¢(eq, e2), nous avons montré que ¢ = Adet.. En d’autres termes, espace des formes
2-linéaires alternées sur un espace de dimension 2 est une droite vectorielle engendrée par det. :

A2%(E) = Vect(det,). Ce résultat se généralise en dimension n quelconque : c’est le théoréme prin-
cipal de ce paragraphe.



THEOREME 0.12 Les formes n-linéaires alternées forment une droite vectorielle
Soit e = (e, ..., e,) une base d’'un espace E de dimension n. Pour une famille (z1,...,x,) de n
vecteurs de I/, on note z;; les composantes des vecteurs x; dans la base e :

Vj e [[l,n]], T; = injei.
=1

1. L’application

E" — K(z1,...,2,)

dst : — Z E(O’)Z'g(l),l - - Lo(n),n
oceS(n)

est une forme n-linéaire alternée appelée déterminant dans la base e.

2. Toute forme n-linéaire alternée sur E est proportionnelle au déterminant et I’espace A™(E)
est une droite vectorielle :

A"(E) = Vect(det), dimA"(E)=1.

3. dete(el, oo .,en) = lK-

Démonstration Soit ¢ € A™(E) une forme n-linéaire alternée et (z1,...,zn) € E™ n vecteurs que
l'on décompose dans la base e. Calculons en utilisant la n-linéarité de ¢,

n n
o(x1,...,2n) = @(Zwi1,16i17~ S Z Ti,,n€iy,)

i1=1 in=1

n n

= Z - Z Liy1,1%i9,2 « - - :Eimntp(eil,. .. ,67;n).
i1=1  ip=1
Puisque ¢ est alternée, lorsque i, = iq, ©(€iy,...,€ip,-..,€iy,...,€i,) = 0g. Par conséquent, ne restent
dans la somme que les termes correspondant aux n-uplets (i1,...,in) ou les iy sont tous distincts.
Lo 1 —  [L,n]k .
L’application o : { [[i:]] ; [1.7] est donc une permutation de [[1,n]. Nous pouvons alors
k
écrire
QO(IL s ,.’En) = Z To(1),1+-- Io‘(n),n@(ec(lﬁ o eo’(n))'

oceS(n)

Mais puisque ¢ est alternée, p(ey1y,--.,€sn)) = €(0)p(e1,...,en). En notant A = p(e1,...,en), on

obtient finalement que
o(T1,.. . xn) = A Z e(0)To(1)1 - - To(n)n-
ceS(n)
Nous avons donc montré qu’il existait une constante A € K telle que ¢ = Adet.. La vérification que

det. est bien une forme n-linéaire alternée est technique et moins intéressante, nous ne la ferons pas.
Vérifions enfin que dete(e1,...,en) = 1. Puisque le vecteur e; se décompose dans la base e avec les



coordonnées x;; = 6ij,
dgt(el,...,en) = E E(U)(Sa(l),l ---5a(n),n'
ceS(n)

Mais si o # id, il existe i € [1,n] tel que o(i) # i et alors 6,(;),; = 0 et le terme correspondant de la
somme est nul. Il ne reste donc que le terme correspondant a o = id qui vaut 1.

Remarque 0.7  Considérons un espace vectoriel de dimension 3 et une base e = (e1, ea, e3).
Trois vecteurs (z1, 2, x3) se décomposent dans cette base :

r1 =Ti1€1 + Ta1€2 + X31€3
T12€1 + Taze2 + X32€3 .

T3 = Ti13€1 + Tazez + T33€3

T2

Dans & (3), il y a trois permutations paires :
i1 — (123 — (123 2_ (123
id=(133), o=(331), .0°=(313)
ainsi que trois permutations impaires :

_ (123 _ (123 _ (123
7’12—(213), 7’13—(321), 7'23—(132)-
Le déterminant des trois vecteurs dans la base e s’écrit donc :

deet($1,$2, .%'3) = T11%22%33 + £21232T13 + T31T12223 — 2112233 — £31T32713 — T11T32223

11 Ti12 T13
Si 'on considére la matrice des trois vecteurs dans la base e, | x21 22 23 |, on dispose d’un
31 X32  I33
moyen mnémotechnique pour calculer le déterminant des trois vecteurs, la Régle de Sarrus. 11
suffit de recopier en bas de la matrice ses deux premiéres lignes et de tracer les trois diagonales
descendantes, de prendre le produit des coefficients sur chacune des diagonales affectés du signe
+ et de tracer les trois diagonales montantes en prenant le produit des coefficients sur chaque
diagonale affecté du signe — :

e .
T11 12 13721 22 €23

THEOREME 0.13 Formule de changement de base
Soient e et ¢/ deux bases de ’espace E et (z1,...,2,) € E™. On a la relation suivante entre le




déterminant des vecteurs dans les deux bases :

det(z1,...,2,) = det(eq, ..., e,) x det(xy,...,2,).
e’ e’ e

Démonstration La preuve est typique et utilise le théoréme de structure de A™(F). Puisque
det.s € A™(E), il existe une constante A € K telle que det., = Adet.. En particulier,

dgt(elw . 767L) = /\det(eh. . '76n) = \.

Alors,
dgt(:rl, coyTn) = Adet(z1, ..., x0) = de/t(el, coyen)det(zr, ..., ).

THEOREME 0.14 Le déterminant détecte exactement les familles liées
Une famille (x1,...,x,) est liée si et seulement si dete(z1,...,z,) = Ok.

Démonstration
— Nous avons déja vérifié que si la famille est liée, son déterminant est nul.

— Supposons donc que (z1,...,2Zn) est une famille de déterminant nul. Par 'absurde, si elle était
libre, elle définirait une base ¢’ de E, mais d’aprés la formule de changement de base, on aurait

1x = dgt(:rl, ey Tn) = de/t(el, coyen) X det(z1, ..., x0) = 0k

ce qui est impossible.

1.2.3 Déterminant d’un endomorphisme

Dans ce paragraphe, E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n et v € £(E) un
endomorphisme. Nous allons attacher a u un scalaire det(u) appelé déterminant de l’endomorphisme.

ProprosITION 0.15 Déterminant d’un endomorphisme
Sie=(ei,...,e,) est une base de F, le scalaire

det(u) = det(u(er), ..., u(en))

est indépendant de la base e, on ’appelle déterminant de I’endomorphisme u.

Démonstration Définissons I'application
) E" — K(x1,...,Zn)
U deto(ula), ..., u(zn))

Il est clair que ¢ est une forme n-linéaire alternée. Puisque A" (E) est une droite vectorielle, il existe une
constante A € K telle que p = Adete, c’est-a-direV(x1, ..., xn), dete(u(z1), ..., u(xn)) = Adete(z1,...,Tn).
En prenant (z1,...,2n) = (e1,...,en), on trouve que

A= dgt(u(el), cou(en)).



Considérons maintenant une autre basee’ = (e,...,e,) de E. En prenant (z1,...,xn) = (u(el), ..., u(er,

ona:
det(u(el), ..., u(e,)) = det(u(er),...,u(en))det(el, ..., en)
En utilisant la formule du changement de base pour le déterminant, on a également :

det(u(el), ..., u(e,)) = det(el, ..., eh) de/t(u(e'l), ulen)).

,en) # Ok et en simplifiant, on trouve finalement que

Julen)) = dSt(u(el), .ooyulen))

,en) est libre, dete(el, ...

dSt(u(e'l), e

. /
Puisque (ef, ...

ce qui montre que I'expression det(u) ne dépend pas de la base e.
Remarque 0.8  det(idg) = dete(e1,...,en) = 1k et det(0¢(py) = Ok. Si A € K,
det(Au) = A" det(u).

En effet, en utilisant la multilinéarité du déterminant de n vecteurs, det(\u) =

detc(Au(er), ..., Au(e,)) = A" det(u(er), . .

Suen)).

THEOREME 0.16
Si u et v sont deux endomorphismes de E,

Le déterminant est multiplicatif

‘ det(u o v) = det(u) x det(v) ‘

Démonstration Soit e = (e1,...,en) une base de E, définissons ’application
. E" — K($17---7$7L)
U deto(u(a), ..., u(zn))

On vérifie aisément que ¢ est une forme n-linéaire alternée et puisque A" (E) est une droite vectorielle,
il existe une constante A € K telle que ¢ = Adet.. En prenant (z1,...,zn) = (€1,...,€n), on tire que
A = det(u). Par conséquent, ¥(x1,...,xn) € BT,

dgt(u(zl), .

En prenant ensuite (z1, ...

det(uow(er),...,uov(en)) = det(u)

e

c’est-a-dire det(u o v) = det(u) x det(v).

Su(zn)) = det(u) dgt(xl, ey Tn).

,Zn) = (v(e1),...,v(en)), on en déduit

dgt(v(el), e

nant est non nul

L. |u € GL(B) <= det(u) # 0x |
1
= det(u)’

2. Siu e GL(E), det(u™1)

- : : : : : " )
ProprosITION 0.17 Un endomorphisme est inversible si et seulement si son détermi-




Démonstration Si u est inversible, u o u™" = idg d’out det(u) x det(u™') = 1k ce qui montre que

det(u) # Og et det(u™') = %() Réciproquement, si det(u) = dete(u(er),. .., ulen)) # Ok, la famille
et(u
(u(e1),...,u(en)) est libre et on sait qu’alors u est inversible.

Remarque 0.9  L’application

GL(E),o K[x], x)u
o CLEVS o (K0

est un morphisme de groupes. Par contre, le déterminant n’est pas linéaire et en général, det(u +
v) # det(u) + det(v).

1.2.4 Déterminant d’une matrice carrée

(DEFINITION 0.12 Déterminant d’une matrice carrée h
aii N )
Soit A = € M, (K) une matrice carrée. On définit son déterminant par la
an,1 cee Qpp
formule :
det(A) = Z E(U)ag(l)J Qo (n)n
ceS(n)
On notera entre deux barres le déterminant d’'une matrice :
aii e ai,n
det(A) = .
An1  --. Gpn
N J
Remarque 0.10 Si E = K|[n] et e désigne la base canonique de K[n], il existe un unique

endomorphisme u € £ (F) ayant pour matrice A dans la base canonique : A = Mat,(u) et alors
det(A) = det(u)

En effet, la j-éme colonne de A correspond aux coordonnées du vecteur u(e;) dans la base E :

ule;) =Y aijei
i=1
et alors
det(u) = det(u(er), ..., ulen))

et il suffit d’utiliser la formule du déterminant de n vecteurs. On en déduit les propriétés suivantes
en utilisant les résultats sur le déterminant d’un endomorphisme :

1. A, B € M, (K), |det(AB) = det(4) det(B) |




1
~ det(A)’

2. A€ GL,(K) <= det(A) # Ok et si A est inversible, det(A~1)

3. det(AA) = A" det(A).
4. Si A et B sont deux matrices semblables, alors elles ont méme déterminant. En effet,
¢'il existe P € GL,(K) telle que A = PBP™! det(A) = det(P)det(B)det(P~1) =

det(P)#(P) det(B) = det(B).

Le résultat suivant est a la base du calcul pratique des déterminants :

THEOREME 0.18 Opérations élémentaires sur les colonnes

1. On ne modifie pas le déterminant d’une matrice si I'on retranche & une de ses colonnes C;
une combinaison linéaire des autres colonnes :

det(Cy,...,Cj—1,C5 = Y _MCr, Cisa,-..,Cn) = det(Cy,...,Cj, ..., Cu).
k#35
Lors du calcul d’un déterminant, pour expliquer les calculs, on code cette opération élé-

mentaire sur les colonnes de fagon algorithmique : < C;C; — E A C.
Py
2. Si l'on inverse deux colonnes d’une matrice, on change son déterminant en son opposé :

det(Cl,...,C’k,...,Cl,...,C’n):—det(Cl,...,Cl,...,C'k,...,Cn).

On désigne cette opération élémentaire par : < CxC).

Démonstration

1. II suffit d’utiliser la multilinéarité du déterminant : det(C1,...,C; — >3, MCh,...,Cn) =
det(C1,...,Cj,. .., C,L)—Zk# Aedet(Ch, ..., Ck,...,Ck,...,Cy). On utilise ensuite que le déter-
minant est une forme n-linéaire alternée : lorsque deux colonnes sont égales dans un déterminant,
il est nul.

2. Le déterminant est une forme n-linéaire antisymétrique et le résultat est immédiat.

THEOREME 0.19 Formules de Cramer

Soit A € GL,(K) une matrice inversible. Notons Ci,...,C,, les vecteurs colonnes de A. Le
T

systéme de Cramer AX = B posséde une unique solution X = ( > et on sait exprimer x; a
T,

l'aide de déterminants : det(A;)
et i

Vi 1 = —

ie[l,n], =« det(4)

ou A; est la matrice obtenue en remplagant la i-éme colonne de A par le second membre B.




Démonstration Comme AX = B, en notant C1,...,C,, les vecteurs colonnes de A,
z1Ci+-- 4+ 20+ + 2,0, = B.

Calculons alors le déterminant de la matrice A; :
det(A;) = det(Ch,...,» 2kCh,...,Cn).
k=1
Par multilinéarité,
det(A;) = zidet(Ch,...,Ck,...,Cn).
k=1

mais tous ces déterminants sont nuls (deux colonnes sont égales), sauf celui ou Cy, = C; et donc det(A;) =
Xy det(C’l, ey Ci, ey Cn) = det(A)

Remarque 0.11 Cette formule est utile pour résoudre rapidement un systéme de deux
équations & deux inconnues :
ax+by =«
cx+dy =p

qui posséde une unique solution lorsque ad — bc # 0 :

a b
8 d
. " ad—be
‘a ac [3‘
vy = ad — be

Dans le cas général, pour n > 3 cette formule n’est pas utilisée : elle impose de calculer (n + 1)
déterminants de taille n x n ce qui est trop cotteux. La méthode du pivot de Gauss est préférable.

(PROPOSITION 0.20 Déterminant d’une matrice triangulaire )
. a171 tte al’n . . . . .
Si A= . . est une matrice triangulaire supérieure, son déterminant est
: :0 Gn,n
le produit de ses coefficients diagonaux :
det(A) =a1,1 X" X Apnp

\ J

Démonstration Utilisons la formule du déterminant :

det(A) = Z E(U)G’U(l),l oo ao(n),n-
ceS(n)
Pour que a,(1),1 ... Go(n),n S0it non nul, il faut que o(1) <1, 0(2) <2, ..., o(n) <n et donc o(1) =1,
0(2) =2, ..., 0(n) = n, c’est-a-dire 0 = idg. Il n’y a qu’un terme non nul dans la somme qui vaut

ail...ann.



ProprosITION 0.21 Déterminant d’une transposée
Une matrice et sa transposée ont méme déterminant :

det(AT) = det(A)

Démonstration La formule du déterminant donne
det(A™) = Z e(0)a1,6(1) - - - On,o(n)-
ceS(n)
Puisque application

-1

T:{ Gn) — 6GMm)o

— o
est bijective, on peut effectuer dans la somme le changement d’indices o’ = o~ '. Il existe k € [[1,n]
tel que 1 = o'(k), c'est-a-dire k = o (1) et alors a1,0(1) = Go/(k),x- Quitte & réordonner les termes du
produit,

A1,0(1) - - An,o(n) = Qo’/(1),1 - -+ Ao’ (n),n

Remarquons ensuite que e(0’) = ¢(0) car 1 = (0 oo™ ) = (0)e(c ™). On peut donc écrire

det(AT) = > aor(1)1 - Gor(n)n = det(A).
o'eS&(n)

Remarque 0.12 Les opérations élémentaires du théoréme 77 sont donc également valables
sur les lignes d’'une matrice puisqu’en transposant une matrice, on échange lignes et colonnes.

(= :
DEFINITION 0.13 Mineurs, cofacteurs
Soit un déterminant d’une matrice n x n.

CL171 e alyn
A =

Ean,l cee Opp
1. On note m; ; le déterminant (n — 1) X (n — 1) obtenu en barrant la i-éme ligne et la j-éme
colonne de A. Le scalaire m; ; s’appelle le mineur relatif a a;;

2. On appelle cofacteur de A relatif a a; ;, le scalaire A;; = (—1)"m, ;.
N J




ai,i ay,;—1 ay,j+1 a1,n

Ai—1,1 Ai—1,5— i—1,54+1 Ai—1,n|

&

Ai+1,1 Ait1,5— i+1,5+1 Qi+1,n
Qn,1 An,j—1 An,j+1 Up,n
(7 ™
LEMME 0.22
ai,i coo a1,n—1 0
c c c a1 ... G1p-1
A= ’ : = s . = Mnp,n-
an-11 -+ Gpn-1n—1 0 : n—11 -+ Gp-1p-1
an,1 ° 00 An,n—1 1

Le premier déterminant est de taille nxn et le deuxiéme est le mineur m,, ,, de taille (n—1)x (n—1).

J

Démonstration Avec la formule du déterminant,
A= Z €(0)ao(1),1 - -+ Co(n—1),n—18o(n),n-
ceS(n)

Mais comme la derniére colonne est remplie de zéros sauf a la derniére ligne, a,(n),n 7# 0 < o(n) =n.
Il ne reste dans la somme que les termes correspondant aux permutations telles que o(n) = n. La
restriction o’ d’une telle permutation a [[1,n — 1] définit une permutation de & (n — 1) et on peut écrire

A= Z 6(0’)(10./(1)’1 - ao'/(nfl),n—l-
/e (n—1)

II suffit alors de remarquer que o et o’ ont le méme nombre d’inversions, donc que £(c) = &(o”).



(LEMME 0.23 )

aii ce. Q151 0 at,j+1 v ain
0
Q4,1 cee Q51 1 Q541 v Qjn = A”
0
‘Ap,1 ... Qpj—1 0
Qn,j+1 - -- Qn,n
- J

Démonstration L’idée consiste a effectuer des échanges de deux colonnes successives pour placer la
colonne Cj en derniére position sans modifier 'ordre des autres colonnes : <+ C;Cjy1,...,4> Cp_1Ch.
Chaque échange de colonnes modifie le signe du déterminant (la forme n-linéaire est antisymétrique) et
il y a (n — j) échanges. On obtient donc que notre déterminant vaut :

ai,1 . G151 ai,j+1 Aln 0
—1\~7 . .
( ) aq,1 e Aq,5—1 Qg 5+1 . 1

an,1 .. An,j—1 An,j+1 cee Qn,n 0

Une fois la colonne en derniére position, on améne la ligne ¢ en derniére position en effectuant (n — 1)
échanges <> L;Lit1... <> Ln—1Ly. Au total, on a fait (2n — i — j) échanges et comme (—1)2'H*J =
(—=1)“*9, notre déterminant vaut :

ai aij—1 alj+1 ... Qln 0
(_1)i+j ai—1,1 ... Qi—15-1 Qi—1j+1 ... Qi—1n 0
41,1 .. Gidl-1  QitlG41l -.. Gitln 0
:an,l e An,j—1 An,j+1
An,n 1

En utilisant le lemme 0.22, notre déterminant vaut donc : A = (—=1)"m,;; = Ay ;.

THEOREME 0.24 Développement d’un déterminant par rapport a une ligne-colonne
Soit une matrice carrée A = ((a; ;)i jeqi,n] € Mn(K),

det(A) = iai,jAm = iamﬂm‘ .
i=1 Jj=1




Démonstration Notons C1,...,Cj,...,Cy les vecteurs colonnes de notre matrice. Décomposons
le vecteur C; sur la base canonique de K[n] :

n
Cj =Y ai;Ki
i=1

on K; =(0,..., 1 ,...,0) est le i-éme vecteur de la base canonique de K[n]. Puisque le déterminant

i
est une forme n-linéaire, en développant par rapport a la j-éme colonne,
n n
det(A) = det(Ch e Zai,jKj7 ey Cn) = Zai,in,j.
i=1 i=1

Le déterminant A; ; est le déterminant calculé au lemme 0.23. On a donc
n
det(A) = Zai’jAm.
i=1

Pour Dautre formule, il suffit d’échanger le réle des lignes-colonnes, c’est-a-dire considérer la matrice AT
qui a méme déterminant que A.
Ezxemple 0.8  Développons un déterminant 3 x 3 selon la deuxiéme colonne :

al’ !

c 1

a
el 9
c 1

A:

_fbh

o o
~ 0
]

a g}.

Développons ce méme déterminant selon la troisiéme ligne :

d g

_rl% 9
eh‘f

A=c b h

‘—l—i’a d el.

On dispose d’'une méthode typique pour calculer un déterminant n x n.

1. A Taide d’opérations élémentaires sur les lignes-colonnes, faire apparaitre le maximum de
zéros dans une colonne (ligne).

2. Développer alors le déterminant selon cette colonne (ligne) et se ramener au calcul de déter-
minants de taille inférieure : (n — 1) x (n —1).
Cette méthode ainsi que d’autres sont développées dans ’appendice sur les techniques d’algéebre,
?77?, paragraphe 77, p. 77.
Ezxemple 0.9  Calcul de

1 = x? !
1 x x3 xp
Vi(zy,22, ... 2p) =
2 n—1
1 Tn—1 Typ_1 L1
T, x2 an=t

(déterminant de Vandermonde)



11 suffit d’exécuter opération sur les colonnes C; «— C; — (z, x C;_1) , en partant de i =n et
en remontant jusqu’a i = 2.

-2
1 z;—z, x1(x1 — X)) O 2(:171 — )
1 z9o—2xz, xo (T2 — Ty cooxy (me — )
Va(z1, 29, . 2n) = :
1 zp -z xnfl(xnfl - In) cee IZ:%(xnfl - xn)
1 0 0 e 0
En développant selon la derniére ligne, il vient :
-2
1 — T, x1(x3 — ) ooy 2(:101 — Tp)
To — Ty, xo(To — Xp) coo oy (w2 — )
Va(x1,29,...,2,) =
-2
Tp—1 — Tn xnfl(xnfl - In) v szl(xnfl - xn)
Soit
1 2 n—2
T 7 N 4
1 =z x3 .. x;—z
1 =z x3 zn?
Va1, 29, .. xn) = (21 — xp) (w2 — ) -« (X1 — T) 3 3 ... T3
: : -
1 xp 5531—1 Tp]
Par récurrence immédiate,
Vilxy, @2, ..., xn) = H (xj — ).
1<i<j<n
(PROPOSITION 0.25 Condition d’alignement de trois points dans le plan )
On se place dans le plan rapporté & un repére R et on considére trois points M yi, My y;’
Ms y3' Ces trois points sont alignés si et seulement si
3
1 1 1 _
1 X2 T3Y1r Y2 Y3
. J
Démonstration En utilisant les opérations élémentaires < C2Co — C1 et < C3C3 — C1, A =
1 1 1 1 0 0
1 wx2 x3| = |x1 (r2—x1) (3 —x1)| et en développant par rapport a la premiére ligne, A =
Yioy2 s vi (y2—y1) (ys—w1)
’(m —z1) (zs—z1)(y2—v1) (ys— yl)’ = dete(M1 M2, M1 Ms). Les trois points sont alignés si et

—_—
seulement si les vecteurs M1 Ms et My Ms sont colinéaires, c’est-a-dire A = det(M1 Mz, M1 Ms) = 0,



DEFINITION 0.14 Comatrice
Soit A € M, (K) une matrice carrée. On définit sa comatrice comme étant la matrice des cofac-

teurs :
com(A) = ((Ai;))i<ij<n € Mn(K).

On dispose de la relation fondamentale entre une matrice et sa comatrice :

THEOREME 0.26 Relation entre matrice et comatrice

A x com(A)" = det(A).I,, |

Démonstration Calculons les coefficients de la matrice B = A x com(A)", C' = ((¢;,;)) ou

n
Cij = E ERYAVES
k=1

— Sii=7j, cii = Zai,kAi,k = det(A), on reconnait le développement de det(A) selon la ligne i.
k=1
— Si i # j, considérons la matrice ~A obtenue en remplagant la jéme ligne de A par la ligne i. En

développant det(~A) selon la ligne Lj, on trouve que det("A) = ZaikAj,k = ¢;,; et puisque deux
k=1
lignes de ~ A sont identiques, det(”A) = 0.

Les coefficients diagonaux de C valent det(A) et les autres sont nuls et donc C' = det(A)I,.

COROLLAIRE 0.27 Expression de 1’inverse d’une matrice
Si A € GL,(K) est une matrice inversible, on dispose d’une formule (théorique) qui donne son
inverse :

_ 1
~ det(A)

Al com(A)".

Démonstration Puisque det(A) # 0, on peut diviser la relation fondamentale par det(A) :

A X [ﬁ(mcom(fl)ﬂ = I,, ce qui donne I’expression de A~'.

Remarque 0.18  Cette formule est surtout d’un intérét théorique pour n > 3 car elle demande
de calculer n? déterminants (n — 1) x (n — 1) (les cofacteurs) et un déterminant n x n. Par contre,

. . . . . b
il est bon de connaitre par coeur I’expression de 'inverse d’une matrice 2 x 2. Si A = (CCL d> est

une matrice inversible, det(A) = ad — bc # 0 et com(A) = <_db —ac> d’ou

1
-1 oy
_ad—bc(d b—c a).




On retient qu’il suffit d’inverser les éléments diagonaux, de changer le signe des autres coefficients
et de diviser par det(A).

Ezemple 0.10  Exprimons le déterminant de com(A) en fonction du déterminant de A. En
prenant le déterminant de la relation fondamentale, on trouve que :

det(A) det(com(A)) = (det A)™

— Si A est inversible, on peut diviser par det(A4) d’out det(com(A)) = det(A)" 1.

— Si A n’est pas inversible, notons u l’endomorphisme ayant A comme matrice dans la base
canonique de K[n] et v 'endomorphisme ayant com(A) dans la base canonique. Puisque uwov =
0, Imv C Keru. Si A # 0, dimKeru < n ce qui montre que v n’est pas inversible donc que

det(com(A)) = 0. Si A =0, tous ses cofacteurs sont nuls et alors com(A) = 0 et on a encore
det(com(A)) = 0.

Dans tous les cas, on a vérifié que det(com(A)) = (det(A4))"~L.

(PROPOSITION 0.28 Formule du déterminant par blocs )

Soit A € M, (K) et C' € M, ,(K) deux matrices carrées et B € M, ,—,(K) une matrice rectan-
gulaire. On définit la matrice carrée par blocs :

M= (A BOhpp C)eMy(K).

On sait calculer un déterminant avec un bloc de zéros en bas a gauche :

| det(M) = det(A) det(C)|

Démonstration En utilisant la formule du déterminant,

det(M) = > &(0)Mo(1),1 -+ Mo (p).pMo(pt1)pt1 - - Mo(n)n-
ceS(n)

Puisque dans les p premiéres colonnes, il y a des zéros dans les lignes d’indice supérieur a p + 1, pour
que le produit mg(1),1 ... Me(p),p S0it non nul, il est nécessaire que o(1),...,0(p) € [1,p] et alors
Mo(1),1 -+ Mo(p),p = Ao(1),1---0o(p),p- Ne reste donc dans cette somme que les termes correspondant
a des permutations o vérifiant o([1,p]) C [1,p] et o([p + 1,n,)] C [p + 1,n]. On peut décomposer
ces permutations sous la forme o = o1 0 o2 ou o1 laisse invariant [p + 1,n] et o2 laisse invariant
[1,p]. On a e(c) = e(o1)e(o2). De plus, la restriction de o1 a [1,p] définit une permuatation de
S ([1,p]), et la restriction de o2 a [p+ 1,n] définit une permutation de & ([p + 1,n]). Alors, det(M) =

Z €(01)e(02)ao, (1),1 - - - G0y (p),pCos(p+1),p+1 - - - Coa(n),n qUE I'on peut écrire [ Z e(01)ao, (1),1--- aol(p),p} X
(01,02) o1€6([1,p])

Z €(02)Coy(p+1),p+1 - - - coz(n)m] = det(A) x det(C).
72€6([p+1,n])
On peut prouver la formule de fagon plus simple en effectuant le produit par blocs suivant :

( I, Op,n,p>< A B )_( A B)
On—p,p ¢ On—pp In—p On—pp C)°



En développant successivement selon les colonnes C,...,Cp, on calcule facilement

1, O0p,n—
det P PRTP ) = det(O).
(Onfp,p C > ©
et en développant successivement selon les lignes Ly, ... Lyy1, on calcule facilement
det (A BOn_pp In—p) = det(A).

11 suffit ensuite d’utiliser que le déterminant du produit de deux matrices carrées est le produit de leurs

déterminants.

Remarque 0.14 Attention & ne pas utiliser d’autres formules que celle du théoréme. Par
exemple, si A, B,C,D € M, (K), en général det (A BC D) # det(A)det(D) — det(B)det(C)

Ezemple 0.11  Soient (a, b, ¢,d) € K[4], Formons la matrice

al, bI,
M= (dn dln) € Moy (K).

Pour calculer son déterminant, essayons de faire apparaitre un bloc de zéros en bas & gauche.
1. Sid # 0, en effectuant les opérations élémentaires suivantes sur les colonnes : + C1Cy — 7O+

c
o, CL0C, — Ean, on obtient

c
— =), bl C\n
det(M) = det (a d)" "l =(a— =) d" = (ad — bc)".
() (O o) ==y = (e —se)
2. Si d =0, le déterminant & calculer s’écrit
al, bl,
det(M) = det (c]n On7n> .

Amenons le bloc de zéros & gauche en effectuant les opérations suivantes sur les colonnes :
4 010n+1, ey, C,,Cs,. On obtient

n bIn aIn _ (_1\npn,.n
det(M) = (—=1)"det (0n,n cIn> = (=1)"p"c".

Dans les deux cas, on obtient que det(M) = (ad — bc)™.
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