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Généralités sur les polyndémes a plusieurs indéterminées et zoologie.

1 Polynétmes a plusieurs indéterminées

Cette partie sera délibérément trés peu détaillée; beaucoup de démonstrations sont calquées
sur le cas des polynémes & une indéterminée. On peut en premiére lecture se limiter & la partie

7?7, ou 'on travaillera avec des polynémes & une seule indéterminée, et fournissant les méthodes
permettant de s’attaquer a cette partie plus abstraite.

1.1 Généralités
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DEFINITION 0.1 polyndéme a n indéterminées a coefficients dans A

Soit A un anneau commutatif unitaire.

On appelle polyndme a n indéterminées a coefficients dans A ’ensemble des applications
presque nulles de N dans A. On note A[X1, ..., X,] I'ensemble des polyndmes a n indéterminées a
coeflicients dans A. Par la suite, on dira souvent simplement, pour gagner en concision, polynome.

On dit que P € K[X1,...,X,] est de degré d si d est le max des |v| tels que P, est non nul
(voir Définition ?? pour les rappels sur les opérations dans N™).

Si i € [[1,n]], on dit que P est de degré d en X; si le sup des v; tels que P, # 0 est d.




(" On note X; I'élement de A[X7, ..., X,,] nul partout sauf en v = (8; ;) jen,n], avec X, = 1. )

Etant donnés P et () deux polynomes, on note R = P X @ le produit de P et @) avec
Ry= > PaQs
a+pB=v

(pour les opérations dans N, voir Définition ?7?).
On appelle mondme un polynéme dont un seul élément est non nul.
On appelle dérivé formel d’un polynéme P par D¥ pour v € N” le polynéme
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@n note parfois 6LX¢ D" avec v; = (8;j)je[1,n]- )
(PROPOSITION 0.1 )

On identifie A[X7, ..., X,] & A[Xy,..., X, 1][X,].

On identifie A[X1,..., Xp]|[Xpt1,..., Xn] 8 A[Xq, ..., X))

A[X1,...,X,] est intégre si et seulement si A est intégre.

A[X1,...,X,] est muni naturellement d’une structure de A-module. Muni de la multiplication
définie plus haut, il s’agit d’'une A-algébre.

L’ensemble des monomes unitaires est une base de A[X7, ..., X,].

Etant donnée B une A-algébre associative commutative unitaire, P € A[Xy,...,X,)]
et x1,...,&, n éléments de B, on appelle valeur de P en (z1,...,z,) Pélément de B
> venn Poxitas? ..zl On note cet élément P(z1,...,2,). On constate ainsi quun polynéme P
s’identifie naturellement a une application P de B" dans B. On note Alz1,...,z,] Pensemble des
P(z1,...,xz,) pour P € Afzy, ..., z,).

Si (21,...,x,) vérifie P(z1,...,2,) =0, on dit que (z1,...,2,) est un zéro de P.

Etant donné (z1,...,z,) n éléments de B, lensemble des polynémes P vérifiant

@(xl, ..oy Zpn) =0 est un idéal de A[Xq,..., X,], engendré par les (X; — a;) pour i € [1,n]. Y,

1.2 Si A est un corps K

p
PRrROPOSITION 0.2

Si K est un corps, K[X1, ..., X,] est naturellement muni d’une structure de K-espace vectoriel
. Formule de Taylor, si K est un corps de caractéristique nulle : soit P € K[X], alors

P=>" %(D”P)(O)X”.
veN™




1.3 Zoologie des polynémes a plusieurs indéterminées : les polyndmes
symétriques

Attention A est supposé ici anneau commutatif et unitaire.

(DEFINITION 0.2 polyndme symétrique )

Soit P € A[X1,...,X,]. P est dit polyndme symeétrique si et seulement si pour tout o
permutation de [1, ceey TL], P(Xl, ceey Xn) = P(Xa(l), XU(Q), veey Xo(n))-

On appelle polyndmes symétriques élémentaires les polynémes de la forme

Ygn = Z Xa Xy Xg, pour 1 <k <n
1<ai<az2<...<ap<n
n

On appelle k-iéme polynéme de Newton le polynéome Ny, = Z Xf.

- i=1 )

Les polynomes symétriques élémentaires sont de la forme suivante, dans le cas n = 3 :

Y13 = X1+ Xo+ X3
Yoz = X1Xo+ XoX3+ X1X3
Y33 = X1 X2X3

Apllication On verra en section ?? une application des polyndmes symétriques en géométrie
et en section 7?7 une application aux polynémes a une indéterminée.

On ne donnera pas ici de preuve des résultats énoncés; on pourra se référer a [1]. On a les
propriétés suivantes :

eLes polyndomes symétriques élémentaires sont symétriques (évident).

eLes polynomes de Newton sont symétriques (évident).

oSi @ est un polynéme a n indéterminées, alors P = Q(X1,n, Xo.n, --.s Zn,n) €St un polyndme
symeétrique (facile).

oSi P € A[Xq, ..., X,] est symétrique, alors il existe un polynome Q tel que P = Q(X1 5, X2y ey Bnn)
(pas évident du tout, récurrence sur le nombre d’indéterminées et sur le degré du polynome.

eRelations de Newton : Si1l <k <nona

k—1

N = (=1)'Np—iZim + (=1)*kSp .
=1

Sin<k onaN,=Y» (—1)'NyiZin

=1
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