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Interversions de symboles.

1 Interversions

La hantise classique du mathématicien est de justifier les permutations entre sommes, intégrales,
limites, dérivation. L’objectif de cette partie est de fournir tous les outils (ou presque) pour affronter

cette tache...
1.1 Interversion de limites et de dérivation
Pour cela, on consultera la partie 77, ainsi que la section 7?7 quant a la dérivation de séries
entiéres.
1.2 Interversion de limites et de limites

Il s’agit bien siir d’intervertir une limite au sens d’un espace de fonctions avec une limite au sens
de T'espace sur lequel sont définies ces fonctions... Formellement ¢a donne ¢a :

THEOREME 0.1

Soit X un espace topologique, A une partie de X, a un point de ’adhérence de A.

Soit (E,d) un espace métrique, et enfin soit (f,) une suite d’applications de A dans F, et f
une application de A de E.

Supposons que :




.limw—nzfn(x) = €n

e f,, converge uniformément vers f sur A

o I/ est complet

Alors il existe un certain e limite de e,, et lim,_,.f(z) =€

Démonstration

oOn considére fn la fonction égale a f,, sur A et prolongée par continuité en a en posant fn (a) =en;
fn est donc continue en a.

eOn se donne € > 0.

eLa convergence des f, étant uniforme, on peut trouver N tel que

n,m > N = V‘Z',d(fn(CCLfrn(x)) <e€
eOn passe a la limite pour x — a et on obtient
n,m > N = d(e'r“e'm) S €

(ceci implique que la suite (en) est de Cauchy, donc par complétude de E qu’elle a une certaine
limite e)

eLa convergence de fn est donc uniforme (par le critére de Cauchy pour la norme uniforme) (voir
7?)

eLes f, étant continues en a, leur limite (uniforme) est donc continue en a (voir proposition 7?);
d’oti le résultat.

COROLLAIRE 0.2

Soit f,, des fonctions continues admettant une limite e,, en a € A, & valeurs dans E espace de
Banach, telles que la série des f,, converge normalement (pour la norme infinie |.||) vers f.
Alors la série de terme général e, converge vers un certain e, et f tend vers e en a.

Démonstration (C’est exactement la méme propriété, dans le cas des séries...

1.3 Interversion d’une limite et d’une intégrale

DEFINITION 0.1 Application réglée

Une application de R dans un espace topologique est dite réglée si et seulement si elle admet
une limite & droite et une limite & gauche en tout point.

Attention On ne demande pas du tout que la limite & droite soit égale a la limite & gauche, ni
qu’aucune de ces deux limites soit égale & la valeur de I'application en ce point.

Remarque Les applications réglées ont été définies en parties 77 (sur l'intégrale de Riemann)
comme les éléments de 'adhérence de 'ensemble des fonction en escalier (adhérence pour la norme
l|.ll.)- Ces deux définitions sont équivalentes, pour peu que X soit métrique.



THEOREME 0.3

On se donne E un espace de Banach, et (f,,) une suite d’applications réglées du segment [a, b]
de R dans F convergeant uniformément vers f.

Alors f est réglée et f=1lim Tino
[a,b] " Jab]

Démonstration Le fait que f soit réglée est un corollaire immédiat du théoréme 0.1 (interversion des
limites de suites et de fonctions sous certaines hypothéses).
Pour conclure il suffit d’observer que |f[a = f[a . fnl < f[a . [f =fal L0 =0a)|lf = frllo-

COROLLAIRE 0.4

Si ) fn converge normalement (pour la norme ||| ), de [a, b] segment de R dans un espace
de Banach F, et siles f;,, sont réglées, alors la somme des f,, est une fonction f réglée, d’intégrale
la somme des intégrales des f,,.

Démonstration (C’est exactement la méme propriété, dans le cas des séries.
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