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Toute 'analyse réelle.

1 Quelques synthéses

et compléments d’analyse

Ce chapitre un peu fourre-tout propose des rappels sur le corps des réels (1.1) et sur les nombres
complexes (1.2), puis I'intégrale de Riemann (1.3) et ses liens avec celle de Lebesgue (1.4).

L’importante section « suites et séries » (1.5) sera complétée par deux sections de zoologie sur
respectivement les suites et séries (1.11 et 1.12).

On viendra a des choses trés directement pratiques avec le théoréme de Rolle et les formules de
Taylor (1.6), la trigonomeétrie (1.7), le calcul de primitives (1.8), la dérivation (1.9) et I'intégration
(1.10).

La section 1.13, enfin, rassemble les résultats quant aux permutations toujours délicates entre
limites et opérateurs d’intégration/dérivation.

Les sections les plus simples et les moins abstraites (corps des réels, nombres complexes, suites
réelles, suites complexes) permettent notamment de faire les tours des notions les plus utiles dans
la vie la plus quotidienne.



1.1 Synthése : le corps des réels

On considére un corps K, commutatif, muni d’une relation d’ordre total <.

(DEFINITION 0.1 Définitions de base
K est un corps ordonné si V(z,y) e K2 0<2A0<y—=0<x+yA0<zyA—2<0.

K est totalement ordonné si V(z,y) € K2 2 <yVy < .

K est archimédien si V(z,y) e K20 <2 A0<y— In€N;z <y+ ... +y(n fois)

K a la propriété de la borne supérieure si toute partie non vide majorée de K admet une
borne supérieure.

On appelle corps réel un corps commutatif totalement ordonné possédant la propriété de
la borne supérieure. On le note R. On admettra 'unicité a isomorphisme prés d’un tel corps
(lexistence s’obtient par I’étude du complété de Q). Il posséde en outre la propriété de la
\borne inférieure et il est archimédien (preuve laissée en exercice).

J
Propriétés eR est de caractéristique nulle; 1 + 1+ ... +1 + 1 est différent de 0.
oR est infini.
(DEFINITION 0.2 Quelques définitions supplémentaires I

eOn appelle valeur absolue de = € R et on note |z| le réel sup({x, —z}); c’est une norme, dite
norme usuelle, de R en tant que R-espace vectoriel ; la métrique associée est dite distance
usuelle de R.

eOn note z* = maz(z,0), et x~ = max(—x,0), si x est un réel.

eOn note fT(z) = (f(z))™, si f est une fonction & valeurs réelles. On définit de méme f~(x) =
(f(2)~.

eOn peut définir % & partir de z et |z, |z| & partir de 2% et 7, sup(x,y) a partir de |z — y,
x et y, en utilisant simplement des additions et des soustractions; on ne donne pas le détail des
formules, que 1’on retrouve facilement, et qu’il n’est pas utile de connaitre par coeur.

eOn appelle partie entiére d’un réel z et on note E(x) ou |z| le plus grand entier qui lui
est inférieur ou égal. Il est caractérisé par E(z) € NA E(z) <z < E(z) + 1. x — E(x) est appelé
partie décimale ou partie fractionnaire de z, et est noté [z].

o¢On appelle intervalle de R toute partie de R contenant le segment d’extrémités x et y pour
tous = et y dans cette partie.

¢On appelle longueur d’un intervalle I non vide le réel sup(, 2|z — y|.

eUne partie A de R est dite bornée si {|z — y|; (z,y) € A?} est majoré; si A est non vide le
\Sup de cet ensemble est alors le diamétre de la partie A, noté §(A). -

Remarquons que A bornée équivaut a A majorée et minorée, et que 6(A) = sup(A) — inf(A).

Propriétés eLe diamétre d’une boule ou d’une sphére de rayon r est < 2.r, si cette partie est
non vide (ce qui est toujours le cas si I’espace n’est pas réduit a zéro & moins qu’il ne s’agisse d’une
boule ouverte de rayon nul)

oUn intervalle peut-étre de la forme [a,d], ]a,b[, [a,b], ]a,b], avec éventuellement a = —oo si
l'intervalle est ouvert a gauche, et/ou b = +oo si l'intervalle est ouvert a droite.

oUn segment est un intervalle fermé, de diamétre sa longueur.

oR est complet, i.e. toutes les suites de Cauchy dans R sont convergentes.

Noter qu’il existe une autre maniére de construire R : en tant que complété de Q. La construction
peut s’obtenir & ’aide des coupures, ou en quotientant I’ensemble des suites de Cauchy a valeurs
dans Q.



DEFINITION 0.3 droite numeérique achevée
On appelle droite numérique achevée et on note R I’ensemble totalement ordonné R U
{—00,+o0}, avec 400 plus grand élément et —oo plus petit élément (le reste de lordre étant
Pordre usuel).

On étend les définitions de segments et d’intervalles a R.

1.2 Trés bréve synthése : les nombres complexes

Le corps des nombres complexes est un sur-corps de R. Il contient notamment 2 = (—i)? = —1.
Le corps des complexes peut par exemple étre simplement construit comme le produit cartésien de
R par R, muni des opérations suivantes :

(a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b+ d)

(a,b) x (¢,d) =(axc—bxd,axd+bxc)

On note alors i = (0,1). On note I'm(z) la partie imaginaire d’un nombre complexe z = (a, ), c’est-
a-dire Im(a,b) = b, et Re(z) sa partie réelle, c’est-a-dire Re(a,b) = a. C est la cloture algébrique de
R (c’est une autre construction possible de C) : tout polynome est scindé sur C. La dérivabilité de
fonctions de C dans C conduit & beaucoup plus de résultats que la dérivabilité de fonctions de R dans
R : voir le chapitre sur les fonctions holomorphes. Les nombres complexes sont le bon cadre pour
définir la trigonométrie, pour résoudre différentes équations, pour formuler confortablement diverses
propriétés de circuits électriques, pour formuler aussi la mécanique quantique. Une extension de C
importante est la sphére de Riemann.

1.3 Définition de l’intégration au sens de Riemann

Cette partie est un bref rappel sur l'intégrale de Riemann. Pour une définition compléte, on
consultera par exemple [1].

L’intégrale de Riemann est tout d’abord définie pour les fonctions en escalier. Etant donnée f
une telle fonction et o une subdivision de l'intervalle [a, ], i.e. une famille (oy, ..., 0, ) vérifiant

a =09 < 01 < 09 < ... <o, = b, intégrale sur I de f, pour o adaptée a f, c’est-a-dire
telle que sur chaque ]o;,0;41[ f soit constante, est par définition fl f= Zz;é Ai(0ip1 — 04), ol
fiovoial = Xi-

Propriétés eDéfinition de l'intégrale indépendante de la subdivision adaptée choisie.

elinéarité de l'intégrale (i.e. [[(\f +pug) =X [; f+nf;9).

eLoi de Chasles : f[a_’b} f+ f[b,c] f= f[ayc} f

eValeur de 'intégrale inchangée si on modifie la valeur de f en un nombre fini de points.

of < g implique [ [ < / ;9 (en particulier l'intégrale d’une fonction positive est positive,
l'intégrale d’une fonction < M sur un intervalle de longueur [ est inférieure & (M)

Une application de R dans F (K-espace vectoriel normé de dimension finie, K = R ou C) est

dite continue par morceaux sur I = [a,b] s’il existe une subdivision o de I telle que sur chaque
|oi, oiq1] elle est continue et admet des limites aux bords.

Remarque 0.1 Notons Fy([a,b],R) ! I'ensemble des fonctions bornées de [a,b] dans R. II
s’agit d’un espace vectoriel normé complet pour |||, = supejay|f(x)|?. Notons £ I'ensemble



des fonctions en escalier de [a,b] dans R. On voit alors que &£ est inclus dans Fy([a,b],R) et
que l'application intégration f +— f[a 0] f est linéaire, de norme < |b — a|; l'intégration est ainsi
uniforméméent continue. £ est appelé I'ensemble des fonctions réglées sur [a,b] . D’apres le
théoréme de prolongement, et comme (1) € est dense dans € (par définition de Padhérence) (2) €
est complet puisque fermé de Fj, qui est lui-méme complet (proposition ??), on peut prolonger f[a_ b

de maniére unique en une application linéaire continue de £ dans R (encore de norme < |b — al).
Cette méthode permet ainsi de définir 'intégrale sur [a, b] sans avoir & montrer directement que la
limite est indépendante des subdivisions choisies (il suffit juste de voir que les fonctions continues
par morceaux appartiennent a Fp).

Toute application f continue par morceaux sur I est limite uniforme d’applications en escalier.
Soit (fn)nen une telle suite; | ; fn converge vers une limite, indépendante du choix de f,. Par
définition, cette limite commune est 'intégrale de f.

Propriétés elinéarité de Dintégrale (i.e. [;(Af +pg) =X [, f+u[;9).

eLoi de Chasles : f[a_’b} f+ f[b_’c] f= f[ayc} !

eValeur de 'intégrale inchangée si on modifie la valeur de f en un nombre fini de points.

of < g implique [, f < [, g (en particulier I'intégrale d’une fonction positive est positive,
l'intégrale d’une fonction < M sur un intervalle de longueur [ est inférieure a [M)

eUne fonction continue positive d’intégrale nulle sur I est nulle sur I.

L’inégalité de Schwartz et l'inégalité de Minkowski, données dans la partie 77, sont
valables aussi dans le cadre de l'intégrale de Riemann.

On note aussi la formule de la moyenne : avec f et g continues par morceaux sur [a,b], f a
valeurs dans R, g & valeurs dans R™, m = inf,e; f(z), M = supyes f(x), on a

m/lgﬁ/lfgSM/Ig
Hcel;/lfg=f(0)/lg

Un corollaire important est le cas d’une fonction g constante égale a 1 : m|b—a| < [ f < M|b—al
et si f est continue, [, f = (b—a)f(c) pour un certain ¢ € [a, b].

Maintenant, quelques propriétés des sommes de Riemann : on appelle subdivision pointée
de I = [a,b] un couple (o,£) avec o une subdivision (oyg, ..., o,,) et £ une famille (&, ...,&,—1) avec
& € 04,0i11]. On appelle somme de Riemann associée a la subdivision pointée (o, &) et on note
Riemann(f, 0,£) la valeur E;:Ol f(&)|oit1 — 04]. On appelle pas d’une subdivision ou d’une
subdivision pointée la quantité sup;c(o,n—1)|0i+1 —;i|. On le note pas(c). Alors, si f est continue,

Si de plus f est continue, alors

lim Riemann(f,aag):/f
pas(o)—0 1

Notation : si a, b € R, on note f: f(z) dz, ou plus simplement f: f la quantité f[a_b} fsia<b,
et — f[b)a] f sinon.

Si f est continue sur [a,b], alors F : 2 — faz f est C! et est une primitive de f, i.e. F' = f.
Enfin, en intégrale de Riemann 'intégration par parties est valable :



THEOREME 0.1 Intégration par parties

Soient f et g des primitives de fonctions réglées sur I = [a, b], & valeurs dans R. Alors

/Ifg’ = [fals - /ab f'g
(

avec par définition [fg]2 = f(b)g(b) — f(a)g(a).

Dans le cadre de 'intégration de Lebesgue, ce n’est plus vrai; en effet, on peut trouver des
fonctions particuliéres, par exemple l'escalier de Cantor, pour lesquelles I'intégration par parties
est fausse. En effet, ’escalier de Cantor est continu, dérivable presque partout, croissant, avec une
dérivée nulle partout ou elle est définie. Appliquons l'intégration par parties sur [a,b] & f et g, avec
f la fonction constante égale a 1, g ’escalier de Cantor, et on arrive a la conclusion erronée selon
laquelle g est constante (puisque ]: g’ = 0), ce qui n’est pas le cas. Pour appliquer l'intégration par
parties, il convient donc de vérifier que les fonctions sont des primitives de fonctions réglées.

Application 0.1 Cette formule sert a peu prés partout, par exemple la proposition ?? (calcul
de la somme des 1/n?), le théoréme 0.24, pour les intégrales de Wallis (partie 1.10.1). On trouvera
dans le formulaire (partie ??) une preuve de la formule de Stirling utilisant I'intégration par parties.

Le changement de variable est aussi valable :

THEOREME 0.2 Changement de variable

Si f est continue sur [c,d] et si 6 est C1 de [a, b] dans [c, d], alors on a
0(b) b
| r=[ oo
0(a) a

Dans le cadre Lebesgue, on a le théoréme ?7.

1.4 Lien entre intégrale de Riemann et intégrale de Lebesgue

THEOREME 0.3
Soit A la mesure de Lebesgue sur R.

(i) Soit I = [a,b] intervalle compact (—oo < a < b < ), f de I dans R ou C continue (ou
simplement réglée). Alors f est mesurable, L' sur [a,b] et

b
/fd)\(au sens de Lebesgue) = / f(z)dz(au sens de Riemann)
I a

(ii) Soit I =]a, b] intervalle de R (co < a < b < 00), f continue de ]a, b[ dans C (ou simplement
réglée sur tout intervalle compact de I). f est alors mesurable, et f est L! si et seulement si son




. i . .. Y
intégrale au sens de Riemann est absolument convergente (i.e. si imx_,,+ y_p- J X |f(z)|dx <

o0) et alors
b
/ f(x)dxz/fd)\

Le terme de gauche désignant Dintégrale généralisée au sens de Riemann (i.e.
Bmx o+ ysb- f; f(x)dz) et le terme de droite I'intégrale au sens de Lebesgue.

Démonstration Admise.

1.5 Suites et séries

On parlera ici de suites, avant de cibler les suites réelles (sans oublier qu’une suite & valeurs
dans R? est a peu prés d suites a valeurs dans R). On passera ensuite aux séries qui sont aussi, par
définition, un cas particulier de suites.

1.5.1 Suites

Apreés les définitions, on passera aux propriétés, lesquelles propriétés seront vues du cadre le
plus général au cadre le plus réduit.

(- _ . N\
DEFINITION 0.4  suite

On appelle suite a valeurs dans un ensemble F une application de N dans E. On note fréquemment
(Zn)nen la suite n — x(n). La suite (y,)nen est une suite extraite de la suite (z,,)nen si il existe
¢ de N dans N strictement croissante telle que Vk, yr = zg(1)-

x est un point d’accumulation ou une valeur d’adhérence de la suite z, si z €
Np{zr; k> nt.

x, converge vers x si pour tout voisinage V' de x il existe N tel que pour tout n > N, z, € V.

La suite x,, est dite convergente si elle converge vers un certain x.

J

Définitions

Propriétés eCas général

Une suite finie (i.e. & valeurs dans un ensemble fini) admet une suite extraite constante.

Dans R, une suite infinie admet une suite extraite monotone.

Dans R, une suite bornée admet une suite extraite convergente.

x est point d’accumulation des x,, si pour tout V voisinage de z il existe une infinité de n tels
que x,, est dans V.

La notion de convergence d’une suite est équivalente & la notion de limite en l'infini, avec la
topologie que 1’on s’est donnée dans le chapitre ?? (topologie) sur N U {+o0}.

Dans un espace séparé, la limite est unique.

Si une suite converge vers x, alors toute suite extraite de cette suite converge vers x.

Une limite de suite extraite est une valeur d’adhérence (pas de réciproque dans le cas général).



eCas métrique

Dans le cas d’un espace métrique, = est donc point d’accumulation si pour tout € > 0 il existe
une infinité de n tels que d(zy,, z) <.

Dans un espace métrique, la limite est unique.

Dans le cas d’un espace métrique, une valeur d’adhérence est une limite de suite extraite.

Dans un espace métrique, une suite de Cauchy a au plus une valeur d’adhérence, et si elle en a
une, elle converge et cette valeur est sa limite.

Dans un espace métrique compact (qui est donc aussi complet), une suite n’admettant qu’une
seule valeur d’adhérence est une suite convergente.

Dans un espace métrique il sera souvent utile d’introduire la définition X,, = {xp;p > n};
Pensemble des valeurs d’adhérence est alors 'intersection des X,,, c’est donc un fermé, et la suite
est une suite de Cauchy si le diamétre des X, tend vers 0.

eCas d’un espace vectoriel normé

L’ensemble des suites d’un espace vectoriel normé est un espace vectoriel avec les opérations
de multiplication par un scalaire terme a terme, et d’addition terme & terme (valable méme si
Pespace n’est pas normé).

L’ensemble des suites bornées en est un sous-espace vectoriel. On peut le normer par la fonction
qui & une suite associe le sup des normes de ses éléments. On notera cette norme || . ||.

L’ensemble des suites de Cauchy est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel des suites
bornées.

L’ensemble des suites convergentes est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel des suites
de Cauchy. L’application qui & une suite convergente associe sa limite (qui est unique) est linéaire
et continue de norme 1.

Si notre espace vectoriel normé est muni de deux normes différentes || . ||, et || . ||, et si il
existe o tel que || .||, < afl .|, alors les suites bornées pour || . ||, sont des suites bornées pour
| . 1l;, idem pour les suites de Cauchy, et idem pour les suites convergentes. Dans le cas de normes
équivalentes, on a donc les mémes suites de Cauchy, les mémes suites bornées, et les mémes suites
convergentes. Ainsi, il est de Banach pour ||.||; si et seulement si il est de Banach pour ||.|,.

Il existe d’ailleurs une réciproque : si un espace est de Banach pour deux normes, alors ces
normes sont équivalentes (c’est une application du théoréme d’isomorphisme de Banach 77 : voir
le corollaire qui le suit).

eCas d’'un corps K=Q, R ou C.

L’ensemble des suites est une K-algébre commutative et unitaire; il est muni pour cela du
produit par un scalaire, de 1’addition terme & terme, du produit terme & terme (l'unité étant la
suite constante égale a 1).

L’ensemble des suites bornées est une sous-algébre unitaire de cette algébre.

L’ensemble des suites de Cauchy est une sous-algébre unitaire de cette sous-algébre.

L’ensemble des suites convergentes est une sous-algébre unitaire de cette sous-algébre.

L’application qui & une suite associe sa limite est un morphisme d’algébres. Ce morphisme est
continu. Le noyau de ce morphisme (I’ensemble des suites qui convergent vers 0) est un idéal de
I’ensemble des suites bornées.

eCas du corps R. Toute suite monotone bornée converge. Si deux suites sont adjacentes, alors elles
convergent et ont méme limite.

eCas du corps Q. Une suite converge dans Q si et seulement si elle converge dans R et sa limite est
dans Q.



eCas du corps C. Dans le cas d’une suite complexe on peut se ramener a ’étude de suites réelles;
la suite converge si les parties réelles et imaginaires convergent.
1.5.2 Suites réelles

Généralités L’ensemble des suites réelles est un anneau commutatif, un espace vectoriel sur R,
ou méme une R-algébre.

DEFINITION 0.5 majorée
Une suite (réelle ou non, du moins dans un espace ordonné et métrique) est dite majorée,
minorée, bornée, finie, si son image est majorée, minorée, bornée, finie.

L’ensemble des suites réelles bornées est un sous-anneau, un sous-espace vectoriel, une sous-
algébre de ’ensemble des suites réelles.

(- -
DEFINITION 0.6 converge

Pour la définition de la limite d’une suite, on pourra consulter 77, et notamment la topologie
de NU {+o00}.

Une suite converge vers un réel z si sa limite en +00 est x. Une suite diverge si et seulement
si elle ne converge pas. R étant séparé, la limite d’une suite est unique.

Une suite tend vers +oo (resp. —oc) si sa limite en +00 est +0o (resp. —oo) dans R.

L’ensemble des suites réelles convergentes est un sous-anneau, un sous-espace vectoriel, une
sous-algébre de I’ensemble des suites réelles bornées.

THEOREME 0.4

Toute suite croissante majorée de R est convergente ; sa limite est le sup de son image.

Toute suite décroissante minorée de R est convergente ; sa limite est I'inf de son image.

Si deux suites sont I'une croissante, I’autre décroissante, et si leur différence tend vers 0, alors
elles sont dites adjacentes ; deux suites adjacentes convergent vers la méme limite.

Suites monotones. Applications
Démonstration Ces résultats, trés simples, constituent un (petit!) entrainement a l'utilisation des e.
Une illustration des suites adjacentes est le résultat 0.33.

THEOREME 0.5

R est complet.

Démonstration Il est évident qu’une suite convergente est de Cauchy; et réciproquement étant
donnée une suite de Cauchy x, on peut considérer les deux suites n — supr>n Tr €t n +— infr>, T ;
ces deux suites sont adjacentes.



THEOREME 0.6 Théoréme des segments emboités

L’intersection d’une suite décroissante de segments dont la longueur tend vers 0 est un sin-
gleton.

Démonstration Il suffit de considérer la suite des sup et la suite des inf des segments; ces suites sont
adjacentes.

1.5.3 Séries

Dans cette partie on travaillera avec K =R ou K = C.
On se donne une suite (up)nen, & valeurs dans K. On définit U,, = ZZ:O ui. On se pose la
question de la convergence de la suite U,. Si la limite existe, on I’appellera somme de la série et

on la notera
—+o0

g Up = limi 40Uk
k=0

On dit que (U,,) est la série de terme général (u,).
On dit que la série de terme général (u,,) converge absolument si la série de terme général
(Jun|) converge. Une série est dite semi-convergente si elle converge sans converger absolument.
On dit que deux séries sont de méme nature si et seulement si elles sont simultanément
convergentes ou simultanément divergentes.
On appelle somme partielle d’ordre p de la série de terme général (uy, )n>0 la somme ZZ:O Uy -
On appelle reste d’ordre p de la série de terme général (uy,)n>0 la somme de la série de terme
général (vy,)n>0 définie par v, = U, ypy1, lorsque cette série converge. On notera par la suite R), le
reste a I'ordre p de la série de terme général (Up). Ona Ry, =3 - . un.

Quelques remarques simples :

eLa série de terme général (u,) converge si et seulement si la suite n — >.7" j u; converge.
eS’il y a convergence de la série, alors u,, — 0.

oS5’il y a convergence de la série, alors la série définissant R, converge, et on a pour tout p,

Z:zri% Un = Up + Ry

On en déduit notamment lim, R, = 0.

eLa série de terme général (z,,) converge si et seulement si |z| < 1. Elle converge d’ailleurs si et
seulement si elle converge absolument.

eUne série converge (resp. converge absolument) si et seulement si son reste a un certain ordre p
converge (resp. converge absolument) ; et en ce cas son reste a tout ordre converge (resp. converge
absolument).

oSi une série converge, alors la suite (R,) tend vers 0 en +o0.

oC et R étant complets, on peut directement appliquer le critére de Cauchy aux séries dans ces

espaces ; la série de terme général (u,) converge (resp. converge absolument) si et seulement si

N4+n
Ve > 0, AN;Vn >0, ZUZ <e€
i=N



N+n
resp. si et seulement si Ve > 0, IN;Vn > 0, Z lui| < e
i=N

Application 0.2 Voir pour application la partie 1.12.1 (construction de « petites » séries diver-
gentes positives).

esi une série est semi-convergente, alors la série de terme général u,! = maz(uy,,0) et la série
de terme général u, = max(—un,0) sont divergentes (tendent vers +00).

esi une série converge absolument alors elle converge (preuve en considérant les parties réelles
et imaginaires, et en les décomposant en partie positive et en partie négative - preuve possible aussi

en utilisant le critére de Cauchy).

Séries a termes positifs, absolue convergence Quelques remarques simples :

eUne série & termes positifs converge si et seulement si elle est absolument convergente. Ainsi,
on ne change rien & sa nature et a sa somme éventuelle en permutant ’ordre des termes.

eToute série de terme général extrait du terme général d’une série a termes positifs convergente
est convergente, de somme inférieure a la somme de la série initiale.

eToute série déduite d’une série convergente a termes positifs par permutation (éventuellement
infinie) des termes est une série convergente de méme somme.

oSi deux séries & termes positifs sont ordonnées par u, < v,, alors si Y v, converge on peut
affirmer que > u,, converge, et si Y u, diverge on peut affirmer que > v, diverge.

Dans le premier cas, on a 0 < Z:i% Up, < Z:i% U,

oSi u, = O(vy,) avec v, terme général d’une série absolument convergente (par exemple une
série convergente a termes positifs), alors u,, est le terme général d’une série absolument convergente
(nb : il n’est pas requis que w,, soit une suite > 0).

oSi u,, =~ v, et sil'une de ces deux séries est a termes positifs (au moins au voisinage de l'infini)
alors les deux séries sont de méme nature.

On déduit notamment de ceci le fait que si u,, est le terme général d’une série a termes positifs ou nuls,
alors les séries de termes généraux In(1+w,) et In(1 —wu,,) sont de méme nature (et de méme nature
que la série de terme général u,, dans le cas ou u,, — 0).

Application 0.3 Si uy, est une série a terme général positif ou nul, alors n — II* | (14u;) converge
si et seulement si n— > 1 u; converge.

o Séries de Riemann, séries de Bertrand eSérie de Riemann : € R, )" 1/n" converge
si et seulement si > 1 (démonstration par la comparaison avec une intégrale, voir plus loin)

eSérie de Bertrand : (z,y) € R%, 3" 1/(n”.1n(n)Y) converge si et seulement si z > 1 ou (z =1
et y > 1) (démonstration par la comparaison avec une intégrale, voir plus loin)

On trouvera une preuve amusante de ces deux résultats en partie 1.12.3 (plus originale que la
preuve par comparaison avec une intégrale).

PROPOSITION 0.7
On se donne (u,) et (v,) deux suites a termes > 0. Alors si w41/t < Upt1/v, (au moins a
partir d’un certain rang), alors

ela convergence de la série de terme général v,, entraine la convergence de la série de terme
général u,




ela divergence de la série de terme général u,, entraine la divergence de la série de terme général
Un

o Utilisation de u,1/uy,
Démonstration On déduit de I'inégalité (supposée vraie pour n > N) que Vn > N, u, < j—]’zvn

On a ainsi u, = O(vy,), et on peut conclure grace aux critéres précédemment donnés.

COROLLAIRE 0.8 Critére de D’Alembert

Si (up) est une série a termes positifs telle que un41/u, tend vers k, alors si k < 1 la série
converge, et si k > 1, alors la série diverge.

Démonstration
eCas o1 k < 1 : on se donne k' avec k < k' < 1; la proposition ci-dessous, jointe au fait que la série
de terme général k' converge, permet de conclure que la série de terme général u.,, converge.
eCas ott k > 1 : en prenant k' tel que 1 < k' < k, on constate que la suite u, ne tend pas méme
vers zéro, ce qui serait la moindre des choses pour le terme général d’une série convergente.
Bien noter que si k = 1, « tout est possible » (cf. les séries de Riemann : u,, = n®, pour lesquelles
on a Un41/u, de limite 1, mais la convergence de Y u,, dépend de «.).

THEOREME 0.9 Régle de Cauchy

Si pour tout n, u, > 0, alors
elimsup /u, =1<1 — > u, converge
elimsup fu, =1>1 — > u, diverge

o Régle de Cauchy
Démonstration Il suffit dans le premier cas de choisir x compris entre | et 1; et dans le deuxiéme
cas, la suite n’a pas méme le bon goiit de tendre vers 0.

ProrosiTION 0.10

Soit u, > 0, avec ";*1 =1- + Ty, avec 1, terme général d’une série absolument convergente ;
alors w, ~ K/n® pour un certain K > 0 (et donc la série de terme général —wu, converge
<~ a>1).

o Critére de Raabe-Duhamel (alias , suite)
Démonstration On définit v, = In(n®.uy); il est clair que si cette suite converge on a bien le résultat
souhaité.

Orvn41—vn = ln(unﬂ/un) +a. ln( 2y = —a/n+rn+O0(—a/n+rn)*+a/n+0(1/n). En utilisant
le fait que |(a/n) wn| < 1(a 2 /n? +w?), on en déduit que vnt1—vn = O(1/n*)+O(r2) +r, = O(rn+=25).
Orr, et 2 sont tous deux termes généraux de séries absolument convergentes, donc v,4+1 — vy, est terme
général d une série absolument convergente, donc convergente, et donc (v,) est une suite convergente.

Un 41
Un



1.6 Du théoréme de Rolle aux formules de Taylor

On va ici s’intéresser au théoréme de Rolle, puis introduire la série des théorémes fagon Taylor.

THEOREME 0.11 Théoréme de Rolle

Soit f une fonction continue définie sur le segment [a,b] et & valeurs dans R, dérivable sur
la,b], avec f(a) = f(b). Alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = 0.

Démonstration
oSi f est constante sur [a,b], le résultat est clair.
oSi f n’est pas constante, alors f atteint soit son maximum soit son minimum dans ]a,b] (il y a la
une application de la compacité ; 'image du compact [a,b] par une application continue est un compact,
théoréme ?7); la dérivée de f en ce point (ou I'un de ces points) est nécessairement nulle.
Comme le signale judicieusement le livre [2], on peut aussi avoir le méme théoréme sur [a, +00],
avec f(a) = limg— 100 f(2).
Application 0.4 Applications du théoréme de Rolle :
ele polynome dérivé d’un polynéme scindé de R dans R est scindé.
ele théoréme 0.14 (Taylor-Lagrange).
eles résultats 0.22 et 0.23 (régle de L’Hopital).
ele théoréeme qui suit :



THEOREME 0.12 Théoréme des accroissements finis pour une application de R
dans R

On se donne f continue de [a, b] dans R, dérivable sur |a, b[.
Alors il existe ¢ € [a, ] tel que f(b) — f(a) = f'(c).(b— a).

Démonstration 1l suffit de soustraire x — f(a) + W(m —a) a la fonction f pour se ramener

au théoréme de Rolle.

/N Attention 0.5 Ne pas confondre avec le théoréme ??, inégalité des accroissements finis (&
valeurs ailleurs que dans R).

Application 0.6 Cela pourrait servir pour le théoréme 0.13 méme si ici on ne I’écrira pas exac-
tement comme c¢a.

C’est surtout la premiére étape des formules de Taylor (c’est la formule de Taylor-Lagrange au
rang n = 0).

THEOREME 0.13 Théoréme des valeurs intermédiaires pour la dérivée

Ce théoréme est aussi dit théoréme de Darboux.
Soit f dérivable d’un intervalle I dans R; alors f'(I) est un intervalle.

Démonstration

o]l s’agit de montrer que si a,b € I (avec a < b) et si A € [f'(a), f'(b)], alors il existe ¢ € [a,b] tel
que f'(c) = \. 1l suffit évidemment de se limiter au cas A €]f'(a), f'(b)].

eQuitte a remplacer f(z) par f(x) — A\.z et éventuellement cette fonction par son opposée, on se
raméne a A = 0, et plus précisément & montrer que :

si f'(a) <0 et f'(c) >0, alors il existe c €]a, b] tel que f'(c) = 0.

L’idée de la preuve va alors étre la méme que pour le théoréme de Rolle.

eOn considére ¢ € [a,b] tel que f(c) = I[Siﬁf (atteint, car f dérivable, donc continue, sur le compact

[a,b]).

eLe fait que f'(a) < 0 implique que f n’est pas minimale en a. En effet, lim,_,
implique pour h > 0 assez petit que M <0, et ainsi f(a+ h) < f(a).

On a donc m < f(a), d’ou ¢ # a.

eDe méme, le fait que f'(b) > 0 implique que c # b.

eLa fonction f étant minimale en ¢ €]a, b[ et dérivable en ce point ¢, on peut en déduire f'(c) = 0
(comme pour le théoréme de Rolle), ce qui achéve la preuve du théoréme de Darboux.

o Lath=f@

DEFINITION 0.7 Polynéme de Taylor
Etant donnée une fonction f de R dans un espace vectoriel normé FE au moins n fois dérivable
en a, on définit le développement de Taylor de f a ’ordre n en a qui est une fonction de

R dans E définie par Py qn(z) = f(a) + > p_; %(x —a)k.




THEOREME 0.14 Formule de Taylor-Lagrange

Soit [a,b] un segment de R, avec a # b, f de classe C™ de [a,b] dans R, n + 1 fois dérivable
sur |a, b[; alors il existe ¢ €]a, b tel que

F (0

(n+1)! G=aj™

f(b) = Ptan(b) +

Démonstration

eOn définit o i

—
9(z) = f(b) = Ppan(b) — K-m

avec K choisi de maniére a avoir g(a) = 0 (toujours possible car b — a est non nul par hypothése).

eOn dérive g, on a pile poil les bonnes hypothéses pour appliquer Rolle 0.11 & g, on en déduit qu’il
existe c tel que g'(c) = 0 (puisque g(b) = 0 = g(a)). Or le calcul de g’ permet alors d’écrire que g'(c) = 0
implique que f<n+1)(c) =K.

eIl ne reste plus qu’a écrire que g(a) = 0.

(COROLLAIRE 0.15 Formule de Mac Laurin

Il s’agit simplement de la méme formule, dans le cas a = 0 (I’'usage veut que ce cas particulier
soit nommé « formule de Mac Laurin »).

£

(n+1)! ()

f(b) = Pf,O,n(b) +

Démonstration Conséquence immédiate du résultat précédent.
Quelques exemples d’applications, extraites de [2] :

oz — exp(x) est limite de la suite des P,

eau voisinage de 400 et pour tout polynéome P, P(x) = o(e®).

oSi f est C2 de R dans R, le fait que f et f” sont bornées implique que f’ est bornée, et avec
M; pour i € {0,1,2} défini comme le sup de |f@|, on a M; < 2y/My.M; (preuve en écrivant
(par Taylor-Lagrange) que f(a +t) = f(a) + f'(a)t + & f”(c)t* pour un certain ¢ €]a,a + t[, en
divisant par ¢ pour obtenir f’'(a) = w — 2f"(c)t? et donc |f'(a)| < 2o 4 M2t minimal
pour t = 21/ My/Ms).

oSi f est C"*! de R dans R, et si f et f(»*1) sont bornées, alors les f; pour i € {1,2,...,n}
sont bornées (la preuve utilise le fait que 'ensemble des polynomes de degré < n est de dimension
finie, bornée, et le fait que toutes les normes sont équivalentes en dimension finie).

THEOREME 0.16 Inégalité de Taylor-Lagrange

Soit [a,b] un segment de R, avec a # b, E un espace de Banach, et f : [a,b] — E de classe
C™ sur [a,b] et n + 1 fois dérivable sur ]a, b[; on suppose en outre que f("*+1) est bornée par M
sur ]a, bl.




h— n+1
Alors ||f(b) = Pran()| < M- ((Tl+)1)!-

Démonstration
eOn définit
g(IE) = f(b) - Pf-,w.,n(b)
(b—a)"*
(n+1)!
h'(x) ; le théoréme des accroissements finis 7?7 permet alors d’écrire que ||g(b) — g(a)|| < h(b) — h(a) - ce
qui est précisément ce qu’on voulait prouver puisque g(b) = 0.
/\ Attention 0.7 11y a plus simple dans le cas de f application & image dans R : il s’agit alors
d’une conséquence rapide de la formule de Taylor-Lagrange.

eOn considére ’application h qui & x associe —M - . Pour tout x dans [a,b] on a ||g'(z)]| <

THEOREME 0.17 Formule de Taylor avec reste intégral

Cette fois-ci, f est supposée C" ! sur [a, b] et & valeurs dans un espace de Banach. Alors :

b
F0) = Pran(®)+ 27 [ 0= 07700

Démonstration

eComme d’habitude pour ce genre de formule, on définit g(z) = f(b) — Pfen(b).

eg est C'; donc g(b) — g(a) est égale a l'intégrale de g’ entre a et b; il s’agit précisément de la
formule de Taylor avec reste intégral.

Remarque 0.2  le résultat peut aussi se prouver par récurrence sur n, I'induction s’obtenant
grace & une intégration par parties.



La formule étant passablement douloureuse a apprendre le plus simple est sans doute de faire
le calcul soi-méme, il n’est pas difficile, et peut étre retrouvé trés rapidement.
Noter qu’avec le changement de variable ¢t = a + (b — a)s, la formule s’écrit

(b —a)"t!

() = Pran() + =

1
/ (1=8)".f™ D (a+ (b—a)s)ds,

0
ce qui peut étre plus pratique pour obtenir certaines majorations.

Application 0.8 Le théoréme de Bernstein, stipulant que toute fonction f C*° de [—a, a] dans

R, avec a > 0, et dont toutes les dérivées d’ordre pair f(>®) sont > 0 sur [—a, a], est développable
en série entiére sur | — a, af, est démontré dans [2] en application de la formule de Taylor avec reste
intégral.

THEOREME 0.18 Formule de Taylor-Young

On se donne une fonction f de R dans un espace de Banach E, n fois dérivable en a. Alors

f(@) = Ppan(z) = of(z —a)")

Démonstration Par récurrence, avec le théoréme des accroissements finis 77.

Application 0.9 Ceci fournit bien évidemment une méthode de détermination de développe-
ments limités. Mais c’est aussi un outil pour calculer des dérivées de fonctions, comme on va
le voir avec les corollaires ci-dessous, permettant de généraliser la formule bien connue f'(a) =
i Hath) — f(a)

o0 h
compliquée. On peut aussi trouver une application avec le théoréme central limite ?7. Enfin on peut
en déduire des résultats sur ’ensemble des zéros d’une fonction suffisamment dérivable, comme illus-
tré par le corollaire 0.21 (les informations étant bien faibles par rapport aux informations fournies
par la dérivabilité d’une fonction de C dans C, ne pas tout confondre!).

Application 0.10 On peut démontrer ainsi la convergence rapide des suites obtenues par la
méthode de Newton (voir chapitre ??) vers le zéro d’une fonction.

On peut aussi s’intéresser a Sinus, avec 'aide de Maple :

. Il faut noter que la formule se généralise & tout ordre, mais elle devient plus

Exemple Maple

> pli/2] := convert(series(sin(z), z, ), polynom)

> od; p:= array(1..5, [|) p1 ;== x p2 := x—% 3 p3 1= x—% a??’—i-%m 2° py = x—% xﬁ—% T
— 1.3 1 5 1 7 1 9

Ps =2 — 52"+ 1552" ~ 5500 T+ 362880 £

> plot(p,x = —5..5);

5 1 7
—50m %)

Le résultat est montré sur la figure ?7.












On voit qu’il y a convergence simple sur R, et méme convergence uniforme sur tous les compacts
de R. En effet, on constate que sin(x) est la somme de la série entiére Z 2n+1), ntl
partielles de cette série entiére correspondent justement aux p,, d’oit la convergence uniforme sur
tout compact par les propriétés des séries entiéres. On peut aussi déduire la convergence uniforme

sur les compacts de 'inégalité de Taylor-Lagrange a ’ordre 2n+1 : les dérivées successives de sin sont
‘2n+2

x , et les sommes

+ sin et =+ cos et sont toutes uniformément bornées par 1, d’ou Vo € R, |sinz—Py,0.2n+41| < 17557 |z

2n+2)’ ’
c’est-a-dire (comme p,, = Py o.2n—1)
Vo € R, [sina) - pa(@)] <
x , |sin(x) — pp(2)| £ —,
bn (2n)!
dont on déduit la convergence uniforme de (p,,) vers sin sur tout compact de R.
(COROLLAIRE 0.19 Calcul de la dérivée seconde d’une fonction )
Soit f une fonction 2 fois dérivable en a. Alors
a+h a—h)—2.f(a
F(0) — 1y L@t W)+ Fla=h) = 2.4(a)
h—0 h?

- J

Démonstration Par la formule de Taylor-Young, on sait que

flath) = fa)+ 7' (a)h+ T 02 1 on?)
"
ot f(a—h) = f(a) — f'(a)h+ 2L 2(“) 12+ o(h?)

On en déduit bien I’égalité annoncée.

On peut généraliser ce corollaire aux dérivées n-iémes :
(COROLLAIRE 0.20 Calcul de la dérivée n-iéme d’une fonction )

Si f est n fois dérivable en 0, alors
™0 = lim ch )k f(kh)

| J

Démonstration Notons A(h) = 3°3_ Ck(—1)""*f(kh), et utilisons la formule de Taylor-Young a

Pordre n pour chaque f(kh), on obtient

A= Y chy O o

(k,i)e[0,n]2

(p)
Le terme en h? est alors £ (0) S (=) * kP,
II ne reste plus qu’a voir que SR CE(=1)" k™ =l etd y_, CF(=1)""*k? = 0 pour 0 < p < m;
voir proposition 77.



DEFINITION 0.8 ordre
On appelle ordre d'un zéro d’une fonction f C'* lentier p minimal tel que f)(a) # 0. Si un tel
entier n’existe pas, le zéro est dit d’ordre infini.

COROLLAIRE 0.21
Tout zéro d’ordre fini n d’une fonction dérivable au moins n fois est isolé.

Démonstration Il suffit d’écrire Taylor-Young, et de se placer suffisamment prés du zéro « : on aura

f(z) = c(z — )", avec c = % #0.

La parité de I'ordre d’un zéro = dans l'intérieur du domaine d’une fonction de R dans R, et le
signe de la premiére dérivée non nulle, sont d’importants indicateurs pour de 'optimisation :

— ordre pair et dérivée d’ordre p positive en z : z est un minimum (au moins local) ;
— ordre impair : x n’est pas un minimum.

Application 0.11 Une fonction C*° qui posséde une infinité de zéros sur un compact donné en
compte au moins un qui est d’ordre infini.

On peut en déduire que toute fonction analytique sur R possédant une infinité de zéros sur un
compact est nulle.

1.7 La trigonométrie

On ne donnera ici que quelques définitions, les (schémas de) preuves et formules étant données
dans le formulaire (partie ?7).

Les fonctions trigonométriques se définissent généralement & partir de ’exponentielle complexe :
avec exp(t) lui-méme défini par une somme de série (voir partie ?7).

On y définit aussi cos(z) = Re(e™®) et sin(z) = Im(e®®), pour x réel®. On dérive certaines
propriétés (voir partie ??) de ces fonctions. La (27) périodicité de x + e donne notamment de
nombreux résultats.

Exemple Maple

> combine(cos(z)"5,trig) 15 cos(5z) + % cos(3z) + 2 cos(z)

1.8 Pratique du calcul de primitives

Il est nécessaire avant tout de bien connaitre les primitives signalées dans le chapitre ??. Dans
tous les cas, on aura bien soin de regarder sur quels intervalles on peut définir la primitive. Pour cela
on déterminera les intervalles sur lesquels la fonction candidate comme primitive est bien définie
et continue, puis on regarde aux bornes de chaque intervalle si la fonction peut-étre prolongée par
continuité.

3. Pour z complexe, cos(z) = elzgelz et sin(z) =

ei% e 1%
24




1.8.1 Primitives de fractions rationnelles

On trouvera au théoréme 7?7 une méthode de décomposition en éléments simples d’une fraction
rationnelle. Une fois une fraction rationnelle décomposée en éléments simples, il suffit d’appliquer
les recettes de cuisine évoquées a la partie « primitives » du chapitre ??. Les points de discontinuité
sont les poles de la fraction rationnelle.

1.8.2 Primitives de P(cos(x),sin(x))

P désigne un polynoéme & deux indéterminées.

Cette situation se présente couramment dans la vie de tous les jours et il est indispensable d’étre
bien préparé pour y faire face.

Il est évidemment suffisant de savoir intégrer un monome, c’est-a-dire un élément de la forme
frn.m = @ — cos(x)" sin(z)™

oSi n est impair, il suffit de remplacer cos(z)™ par (1 — sin(a:)2)n%1 cos(x), et le changement de
variable u = sin(z) nous raméne au calcul de la primitive d’un polynoéme.

oSi m est impair, il suffit de remplacer sin(z)™ par (1 — cos(x)z)%1 sin(x), et le changement de
variable u = cos(z) nous raméne au calcul de la primitive d’un polynome.

eSi n et m sont pairs, une méthode générale est de linéariser, voir pour cela la partie 1.7. On

peut aussi procéder par une intégration par parties, pour se ramener a Iy, m.0 ou Io n4m,
— c’est-a-dire que dans l'intégration par parties on intégre cos(z)"sin(z) et on dérive sin(x)™~*
sin > m > 0, pour se ramener & une primitive de cos(z)" 2 sin(z)™ 2
— et si m > n > 0 on intégre sin(z)™ cos(z) et on dérive cos(z)"~! pour se ramener & une
primitive de cos(z)" 2 sin(x)™*+2.

1.8.3 Primitives de G(x) = F(cos(z),sin(x))

F désigne une fraction rationnellle & deux indéterminées. Les discontinuités seront généralement
en nombre infini, périodiques ; il convient d’étudier précisément ce qu’il se passe au niveau de chaque
discontinuité. On aura alors recours & la régle de Bioche (que I'on peut justifier rigoureusement,
voir par exemple le livre d’analyse de Arnaudiés et Fraysse [3]). La régle de Bioche nous dit que :

oSi G est paire, i.e. G(—x) = G(z), on fait le changement de variable u = sin(x)

oSi GG est impaire, i.e. G(—z) = —G(z), on fait le changement de variable u = cos(x)

oSi G est w-périodique (w < 2m), c’est-a-dire si G(z) = G(x + w), on fait le changement de
variable u = tan(Z%).

eSi GG n’est rien de tout ca, on n’aura plus d’autre choix que le changement de variable u =

tan(x/2). Rappelons que dans ce cas, cos(z) = };—Zj, sin(x) = %, dx = 1Jr%du

1.8.4 Primitives de H(z) = F(ch(z), sh(z))

La trigonométrie hyperbolique (définie par V. Riccati et J.H. Lambert au 18¢me siécle) basée
sur ch et sh au lieu de cos et sin) n’est pas qu'un jouet : elle sert en physique théorique et pour
Panalyse des hyperboles. Elle tire son nom du fait que, alors que (cos(x), sin(z)) parcourt un cercle
22 +9y? =1, (ch(x),sh(z)) parcourt 'hyperbole y? + 1 = 2% (de méme que la trigonométrie usuelle
est qualifiée de sphérique, la trigonomeétrie utilisant ch et sh est qualifié d’hyperbolique). On pensera
bien & vérifier en quels points s’annule le dénominateur. F' désigne une fraction rationnelle & deux
indéterminées. On considére alors la fonction G(z) = F(ch(z),sh(x)).



oSi G est paire, i.e. G(—x) = G(z), on fait le changement de variable u = sh(z)

oSi G est impaire, i.e. G(—z) = —G(z), on fait le changement de variable u = ch(z)
oSi G est m-périodique, c’est-a-dire si G(x) = G(z + m), on fait le changement de variable
u = th(z) .

oSi G n’est rien de tout ca, on peut faire le changement de variable u = th(x/2). La partie 77
fournit les formules nécessaires. Dans beaucoup de cas pratiques, il sera en fait préférable de faire
u = e”.

1.8.5 Primitives abéliennes

Une étude plus compléte (notamment incluant des justifications géométriques) se trouve dans
le livre d’analyse de Arnaudiés et Fraysse [3].

J R(z,vax +b) R est supposée étre une fraction rationnelle & deux indéterminées, a et b des
réels. I1 suffit alors de faire le changement de variable u = v/ ax 4+ b pour que « magiquement » tout
s’arrange et que l'on n’ait plus qu’une fraction rationnelle & intégrer.

J R(z,vVaxz®+bx + c) avec a >0 R est supposée étre une fraction rationnelle a deux indétermi-
nées.

On fait alors le changement de variable u = vax? + bz + ¢—+/ax. En fait cela revient simplement
& considérer un repére dans lequel 1’équation de ’hyperbole est plus sympathique, c’est-a-dire un
repére dont les axes sont les asymptotes de 'hyperbole.

On trouvera dans [3] des compléments utiles.

J R(z,vVaz?+bx + c) avec a <0 Géométriquement, on constate simplement que la courbe z —
(z,vVax? + bx + ¢) est dans le cas a < 0 un morceau d’ellipse, et on se donne une paramétrisation
sympathique, qui nous donne x comme un cosinus de u (& divers facteurs prés) et vaxz? + bz + ¢
comme un sinus de u (la encore & divers facteurs prés).

On fait le changement de variable cos(u) = 4/ #z_ac (z+b/a). Cela nous rameéne a vVazr? + bx + ¢

[ac—b2/4 _. o NN . . .
% sin(u), et nous simplifie tout ¢a de maniére & en faire une fraction rationnelle.

[ R(z, } Z;”ig) R est supposée étre une fraction rationnelle & deux indéterminées.

cx+d

cifd bour se ramener au cas précédent ; sinon on constate

Si n = 2, il suffit de multiplier par

que la fonction réciproque de cette fonction est rationnelle, et donc on pose simplement u = {/ %

pour se ramener a une fraction rationnelle.

1.9 Zoologie de la dérivation : la régle de L’Hopital

PROPOSITION 0.22




Soient f et g deux applications continues de [a, b] dans R, dérivables sur |a, b[. Si g(b) # g(a):
alors il existe ¢ €]a, b tel que le déterminant

)
(s’annule. )

Démonstration Il suffit d’appliquer le théoréme de Rolle 0.11 a la fonction h définie par h(t) =
F(t) = fla) — LH=28 . (f(b) - f(a)).
e (b)—g(a) L . . . . , S
Intuition Alors que le théoréme des accroissements finis exprime le fait qu'une application de
R dans R a une tangente paralléle & n’importe laquelle de ses cordes, le théoréme 0.22 montre que
c’est en fait valable pour n’importe quelle courbe dérivable dans R2.

(CoRrOLLAIRE 0.23 Reégle de L’Hopital

On se donne deux fonctions f et g de R dans R continues en a € R, et dérivables sur un
voisinage de a privé de a, avec f(a) = g(a) = 0.

On suppose que g et ¢’ sont non nulles sur un voisinage de a privé de a.

Alors si g—: tend vers [ en a, alors g tend vers [ en a.

|

Démonstration Il s’agit exactement d’une application de la proposition 0.22.
Application 0.12 Une application possible est 1’étude de la tangente en des points singuliers
d’une courbe.

1.10 Zoologie de l’intégration

L’essort de I'informatique, Maple, Mathematica, font qu’on n’a pas forcément envie d’étre expert
en intégration, vu que les machines font désormais trés bien pas mal de choses, et qu’on a plus la
conviction qu'un calcul est juste quand il sort de Maple ou Mathematica que quand on le fait soi-
méme. Ainsi, les exploits de calcul d’intégrales sont moins importants sans doute qu’ils ne I’étaient
autrefois. Néanmoins, le domaine reste important, ne fiit-ce que pour les gens qui développent ce
genre de beaux outils, et une bonne fagon de devenir expert en la matiére est de s’entrainer, et
d’apprendre quelles sont les briques de base auxquelles on fait bien de se ramener (notamment
les intégrales de Wallis), celles auxquelles on peut se comparer pour décider du comportement
asymptotique d’une primitive (par exemple on peut élucider f f au voisinage de l'infini avec une
bonne connaissance de f’/f au voisinage de co). On verra aussi ici la transformée de Laplace, qui
a son importance en automatique.

1.10.1 Intégrales de Wallis
On définit I, = foﬂ/g sin(z)".dz.

Supposons n > 2. On peut écrire I,, = /2 sin”"2(z).(1 — cos?(x)).dx car cos® +sin® = 1.

0

/2 sin"~?(z). cos?(x).dx.

Ensuite on peut écrire I, = I—2 — [,



Par une intégration par partie (théoréme 0.1) (on intégre sin™ 2(x). cos(z) et on dérive cos(z))

on obtient
n—1

I, = In—o.
n

Le produit n.I,,.I,,—1 est donc constant, égal & I.Iy = /2.
Il reste a remarquer que I, < I,_1 < I, 2 = "5, pour pouvoir dire que [, ~ I, 1.
T

On peut alors conclure que I, >~ /5~
Application 0.13 Calcul de ¢ > 0 danb la formule de Stirling n! ~ en™e™"/n, grace au fait que

Vn, I, = T. 5200

1.10.2 Primitives de f, fT, =a/z+o(l/x)

THEOREME 0.24

’

On se donne f une fonction > 0 et C! au voisinage de 400, et on suppose que F = a/x +
o(1/x), avec a # —1
On définit F(z) = [, f

Si lintégrale fb f converge, on définit Ry(z) = [° f(t)
Alors :

[~

F(z) ~ il

f+oo f diverge ies £(z)
a>-1= 9 a<—1:>{ J," " f converge et Ry(z) ~ —ZL7
a+1

Démonstration
eSi a = 0, l'intégrale fb t)dt diverge car

f'(@)/ f(z) = o(1/x)

—eln(z/b) < In(f(x)/f(b))
f(@)/f(b) = (z/b)"*

Donc si € < 1, on minore bien notre fonction par quelque chose de trop gros pour étre intégrable.

Il suffit ensuite de faire une intégration par partie (théoréme 0.1) pour justifier que F(z) = z f(x) —

L’ 1ntfé)grale N tf t)dt est un o( f,” f(t)dt) puisque tf'(t) est un o(f(t)), f étant positive et d’intégrale
divergente.

Donc F(z) ~ zf(x).

eSi a # 0, alors la primitive de a/x est de signe constant et est divergente en +oo, donc on peut
écrire In(f(x)) ~ a In(z).

—Sia> -1, avec e = (a+ 1)/2 et n tel que pour z > n, In(f(x)) > (a — €)In(x), on a pour = > n
f(z) > z°7° avec a — € > —1, et donc l'intégrale diverge. On peut alors écrire, grace a une intégration
par parties (théoréme 0.1) :

F(z) = o(z) — b (b /f



Puisque I'intégrale diverge et puisque a f(t) ~ tf'(t)
aF(x) ~ / tf (t)dt
b

En replagant cette expression dans I’équation (22), on obtient

F(z) = of(z) - aF(z) + o( F(x))

et donc F(z) ~ ﬁfixa)

- Sia< -1, avec € = (a+ 1)/2 et n tel que pour z > n, In(f(x)) < (a + €) In(x), donc pour z > n
f(z) < %€ avec a + ¢ < —1, et donc I'intégrale converge.

Y
Par définition, Ry(z) = lim / f(t)dt

Y — oo

On peut alors écrire, grace a une intégration par parties (théoréme 0.1) :

Ry¢(x) = lim (Yf(Y) —zf(x) — /y tf’(t)dt)

Y —oo -

Or fzy tf'(t)dt converge pour Y — oo, et [ tf'(t)dt = aRys(x) + o(Ry(x)).

L of(@) + limy 5o F(Y) + o(F())

Donc Ry (z) = “1T+a

Par ailleurs Y f(Y) a une limite en +oco (au vu de I'équation 22) ; cette limite ne peut étre que 0, vue
la convergence de I'intégrale de f.

Dot Ry(a) = - f(2) + o Re ()

ce qui est bien le résultat souhaité.

Remarque 0.3 ici aussi, tout est possible dans le cas a = —1 : il suffit de considérer les
fonctions f(z) = 1(Inx)7, pour lesquelles on a fT =—14+ 1 =—-145(1) et on sait que la

convergence de f;oo f dépend de « (convergence si v > 1, divergence si v < 1).

1.10.3 Méthode de Laplace

La méthode de Laplace permet de calculer le maximum d’une fonction de ]a, b[ dans R. Il s’agit
en fait de ramener la recherche du maximum & un calcul d’intégrale, dont la valeur est liée a la
position du maximum de la fonction. Signalons aussi l'existence de la fonction d’Airy et de la
méthode de la phase stationnaire, liées & la méthode de Laplace.

THEOREME 0.25 Meéthode de Laplace

Soit f une fonction C? sur Ja, b, avec (a, b) € KQ, telle que f admette un maximum unique en
¢ €la,bl, avec f"(c) < 0, f n’ayant pas f(c) pour valeur d’adhérence pour  — a ni pour z — b,
et soit g une fonction continue sur ]a, b[ avec g(c) # 0.




On suppose en outre que pour tout ¢ 'intégrale
b
/ lg(x)|et @ da est convergente.
a

V2mg(c)etf(©)

b
Alors / 2)etf @y ~y
. = )

Démonstration La preuve va se faire (i) en se ramenant a ¢ = 0 (ii) en approximant f et g en 0 (iii)
en majorant et minorant l'intégrale a calculer par quelque chose de pas trop loin de quelque chose (F(t)
défini plus bas) qu’on sait calculer.

eEn remplacant f(x) par f(xz—c) et g(z) par g(x —c) on se raméne au cas ou ¢ = 0, quitte a changer
a et b (s’ils ne sont pas infinis).

eQuitte a remplacer g par —g, on suppose g(0) > 0.

eOn se donne € > 0.

eOn se donne ¢ > 0, suffisamment petit pour que |z| < ¢ implique

f// (0) 9
2

£+ 2002010 < @) < £0) + %020 - g

et (1 —€)g(0) < g(z) < (1+€)g(0)
eOn précise alors 1(6,t) = foé g(z)etf @dz :

§ ” é ”
£7(0) £7(0)
/g(x)etﬂo)ﬂ O (14e)a deI((;’t)S/ g(@)et! O+ a-aa? 4o
0 0

£7(0) :
eOn cherche alors a préciser U(4,t,+) = f05 g(x)et O+t 20 (120)a” gy

0 ££(0)+¢ L0 (14 )52 0 ££(0)+¢ L0 (14 )52
[ aoa-oe #0207 <UG ) < [ g0+ e A0 g
0 0

— On effectue un changement de variable y = x+/—tf"(0)(1 — €)/2.
— En ne traitant que l'inégalité de droite (I'autre étant similaire) :

Jo¥V O () (14 et dy
—tf"(0)(1£¢€)/2

NETorEy ~
t£(0) f(f tf’7(0)(1 )/2(1+e)e y2dy <etf(0)g(0) 2
V/—tF7(0)(1£e/2) = 2,/—tf7(0)(1=£e)

eMajorons maintenant U(d,t, —), en prenant garde au fait que 6 dépend de € :

U(d,t,+) <

— On a alors U(6,t,+) < 9(0)e

J 0 O 1,2
U@,t,-) 3/ g(0) (1 + )T =0T g
0

avecy = /—tf"(0)(1 — e)z,

<

/‘t‘w/ﬂff”(o)(I*E)z 9(0)(1 + e)etf(o)fﬁdy
0 —tf"(0)(1 — )z



fooo efyzdy

6 etf(())
<g(0)(1+¢) —tf7(0)(1 — o)z

Or [© eﬂﬂdy = 4, donc
<V 21g(0)e!/ O (1 4 ¢)

NETIONET:

De méme on minore U(d,t,+) par
’ t£(0) L0 (14.¢)22
/ g(0)(1 —¢€)e 2 T dx
0

avec y = \/—tf"(0)L<, on arrive a

> V2mg(0)etF (1 — ¢)

pourt > Te.
2/—=tf"(0)(1+¢)

eOn conclut alors que I(4,t), qui vérifie

U(d,t,+) < I(6,t) <U(6,t,—)

. _ = £(0)
est compris entre =< F(t) et L= F(t), avec F(t) = Verg(@elD)

i+ Vi—e 2/~ t£7(0)
I(6.t t équivalent a tf(0) 0 2%
o](0,t) est équivalent a e’V g( )2\/T’(O)

eOn considére par ailleurs V (6,t) = féb g(x)et?®),

V@] < 3 @) Pe! @ dg

— Pour z € [8,b], f(x) < f(8), si du moins on prend la peine d’imposer § suffisamment petit.
— Donc pour un tel §, |V (5,t)] < et~/ féb lg(z)|ef @ dz

~ Or féb lg(z)]|ef @ da < f: lg(a)|e’™ < oo (< par hypothése)

oV (0,t) = o(I(4,t)) pourt — oo (car f(6) < f(0))

eOn en déduit .
/ g(m)etf(z) ~ etf(o)g(O) V2m
0 2¢/-tf(0)
eEn effectuant la méme manceuvre sur |a, 0] et en sommant (les équivalents étant tous deux positifs)
on obtient le résultat désiré.
Application 0.14 [4] propose 'utilisation de cette méthode pour calculer I'approximation de
Stirling.

1.11 Zoologie des suites

On présente ici la moyenne de Cesaro et la constante v d’Euler.

1.11.1 Moyenne de Cesaro

On va ici présenter la moyenne de Cesaro, dont l'intérét est de permettre la définition de valeur
moyenne d’'une suite méme dans des cas ou la suite diverge. Le cas A, = 1 est déja intéressant en
soi. Une application est briévement citée en section 1.12.6.



THEOREME 0.26 Moyenne de Cesaro

On se donne une suite u,, a valeurs dans un R-espace vectoriel normé FE. Soit A, une suite
de réels > 0, telle que > A, diverge.
n
. Ak
Si u,, — {, alors v, — [, avec v, = Z’“ioi'i\uk
Zk:O k

Démonstration

eOn se raméne tout d’abord au cas ot | = 0, simplement en considérant la suite de terme général
un — 1 (il est clair que v, est ainsi diminué lui aussi de ).

eOn se donne € > 0; il existe un certain N tel que pour tout n > N, |un| < €.

ePour n > N, on a alors

- Zi\r:n() Ak Uk ZZ:]\;+1 )\kﬂfk
D ko Mk D ko Mk
eLe premier terme de la somme ci-dessus tend clairement vers 0, le second est plus petit qu’e (en
valeur absolue), d’ou le résultat.

1.11.2 Constante v d’Euler

La constante v d’Euler, que l'on va définir ci-dessous, est & ne pas confondre avec exp(1l) =
2.718 ... que l'on appelle parfois constante d’Euler. La constante v d’Euler a nombre de définitions
équivalentes. On ne sait pas si elle est irrationelle, mais on sait que si on peut I’écrire sus la forme
a/b avec a et b entiers alors b s’écrit en décimal avec au moins 242080 chiffres (résultat de T.
Papanikolaou).

La constante ~ est souvent aussi appelée constante d’Euler-Mascheroni.

Définissons u, = > p_; + — In(n).

1 et 1
OnaVnEN,—</ —dt < —
n+1 " t n

car t — 1/t est décroissante sur R .

En écrivant w41 — u,, on obtient donc que wu,, décroit.
Par ailleurs, w41 — u, > %H — %, donc par sommation u, —u; > 1/n — 1, donc u,, > 0. Donc
Uy, décroissante positive, tend vers une limite finie, notée v et appelée constante d’Euler.

On obtient en Maple (par la commande « evalf(gamma,100) ») :

v >~ .5772156649015328606065120900824024310421593359399235

988057672348848677267776646709369470632917467495

1.12 Zoologie des séries

Comme pour 'intégration ou les équations différentielles ou les dérivées ou les groupes, étudier
la zoologie des séries n’est pas anecdotique. Cela fournit les briques de base pour étudier d’autres
problémes. Il n’est donc pas inutile d’étudier beaucoup de séries (comme la somme des inverses
des nombres premiers) et d’avoir les références sous la main pour en connaitre plein d’autres.
Il n’est pas non plus inutile de savoir qu’on peut dans certains cas permuter les termes ou les



grouper, ou convoluer des séries, ou effectuer I’analogue d’une intégration par parties pour des
suites (transformation d’Abel plus bas).

Il est aussi intéressant de voir qu’il n’existe pas de série positive divergente « ultimement petite »,
telle qu’il suffise de se comparer & cette série pour savoir si on a affaire & une série convergence ou
une série divergente.

1.12.1 Construction de séries divergentes positives toujours plus petites

Le comportement d’une série étant asymptotique, on pourrait se demander s’il ne serait pas
possible de construire une suite de terme général (u,,) positif qui soit « a la limite » de la convergence,
fournissant un critére par simple comparaison, permettant de décider si une série positive diverge
ou non.

Il n’en est rien, car étant donnée une suite u,, > 0 telle que la série Zn o Un diverge, on peut
construire une suite v, > 0 telle que v, = o(u,) et En o Un diverge.

Pour cela, soit v, = ;j—", ou U, = Y ;_quk. Il est clair que v, = o(uy). Il reste a voir que la
série de terme général (vn) diverge. Pour cela on utilise le critére de Cauchy :

N4+n
YN €N,Yn>0,Vapn— V=)
i=N+1

U; U u U, —Un_
_12 N+1 + o+ NJrnZ N+n N—-1 1
Ui UNJrn UNJrn UNJrn

comme n — 00, donc le critére de Cauchy n’est pas vérifié.

1.12.2 Somme des inverses des nombres premiers

On définit p,, comme le n-iéme nombre premier, dans ’ordre croissant. On se préoccupe de la
nature de la série > 1/p,, de terme général 1/p,,.
Définissons u, = I}, 1= T et considérons In(u,) = Y. ; In(1 — 1/p,), il apparait que la série

est de méme nature que la suite (et non pas série!) (uy,).
—+oo

1 _
On remarque alors que T = Z 1/p;,
Pn =0

et on peut écrire tout nombre 1/n comme produit d’un certain nombre d’inverses de nombres
premiers ; donc le produit u,, est supérieur a la somme des inverses des entiers plus petits que n (un
nombre entier étant produit de nombres premiers inférieurs ou égaux a lui-méme...) ; donc la suite
(uy) diverge, car > 1/n diverge.

D’ou Z 1/pn = 400

n>0

1.12.3 Groupement de termes

On a vu que dans le cas de séries & termes positifs, on pouvait permuter les termes autant
qu’on le souhaitait sans changer la convergence de la série ni la valeur de la somme ; dans le cas
général ce n’est pas vrai (considérer u, = (—1)" par exemple, ou bien la série de terme général
un = (—1)"/n, que Pon peut faire tendre vers n’importe quelle limite réelle ou infinie en changeant
Pordre des termes). On a toutefois des résultats partiels :



THEOREME 0.27

On considére une suite u,, & valeurs dans R ou C.

Soit ¢ une application strictement croissante de N dans N avec ¢(0) = 0.

On définit Tranche, = ug(n) + Upn)+1 + -+ Up(nt1)—1 (ceux qui n’ont pas compris pourquoi
on appelait cette série « Tranche » sont priés de relire soigneusement cette ligne).

On définit GrosseTranche, = |[ugm)| + [Uupm)+1] + - + [Upmt1)—1]-

On suppose que Grossel'ranche,, tend vers 0.

Alors la série de terme général (u,) converge si et seulement si la série de terme général
Tranche,, converge, et si elles convergent elles ont méme somme.

/N Attention 0.15 Peuimporte le caractére convergent de la série de terme général (GrosseTranche,,) !

Démonstration Pas dur... On associe a tout n la somme partielle d’ordre ¢,,, on montre que cette

suite converge (c’est en fait 'hypothése), et on montre en utilisant la seconde hypothése que la différence

entre Uy, (la somme partielle d’ordre n) et Uy, avec p maximal tel que ¢(p) < n, est petite pour n

grand...

/N Attention 0.16 Dans le cas d’une série & termes positifs, on n’a pas besoin de I’hypothése
« GrosseTranche,, tend vers 0 ».

Application 0.17 Application possible : régle de la loupe.

ProprosiTION 0.28 Régle de la loupe

Soit w, une suite décroissante de réels > 0; alors les séries Y uy, et > 2™.ugn sont de méme
nature.

Démonstration Facile avec le groupement de termes ;

1
27L+1

n
2 Ugn+1 S Ugn+1 + ...+ Uuon_1 S 2 Ugn

D’ou le résultat, en constatant qu’on peut grouper les termes par ¢(n) = 2", puisque 'on est dans le
cas d’une série a termes positifs.
L’hypothése de décroissance est nécessaire, comme on peut s’en convaincre en considérant usn =

Fo et up = 1sip & {2"n € N}.
Application 0.18 Application possible : série de Riemann, série de Bertrand.

Siu, = 1/n%, 2™ ugn = 22% = 2n-(1=2) donc > u, converge si et seulement si 2 > 1.

Si u, = 1/(n".log(n)¥), le résultat ci-dessus donne la convergence de la série Y u, si z > 1, et
la divergence si x < 1; il reste le cas limite u,, = 1/(n.log(n)¥), dans ce cas 2".uzn = 1/(n.1n(2))?,
dont la série converge si et seulement si y > 1.

1.12.4 Exponentielle d’un endomorphisme



THEOREME 0.29

Etant donné f € £L(E) (i.e. f un endomorphisme continu de E), avec E un espace de Banach,
on appelle exponentielle de f et on note exp(f) ’endomorphisme qui & x associe

=1
;mfo-'-of(:r)

n fois

Bien entendu, la convergence est normale sur tout borné de £(F), donc uniforme sur tout borné.

Application 0.19 On trouvera une application au niveau des équations différentielles linéaires
avec le théoréme 77 et les résultats qui suivent. Notons aussi quelques éléments intéressants quant
a 'exponentielle :

— La matrice de I'exponentielle d’un endormorphisme est 1’exponentielle de la matrice de cet
endormorphisme (dans la méme base naturellement), i.e. Matp(exp f) = exp Matp(f) (voir
section 7?7 pour I’exponentielle de matrice).

— L’exponentielle d’'une matrice antisymétrique est une matrice orthogonale directe.

— Le déterminant de ’exponentielle d’une matrice est I’exponentielle de la trace de cette matrice,
i.e. detexp M = expTr(M).

THEOREME 0.30 Dérivation de 1’exponentielle

Soit E un Banach et soit f € L(F), alors 'application ¢t — exp(tf) est dérivable, de dérivée
exp(tf) o f = foexp(Lf).

Démonstration Il suffit de voir que I'on a convergence uniforme de la série dérivée, et d’appliquer le

théoréme de dérivation sous le signe intégrale ?77.

/N Attention 0.20 Attention a ne pas généraliser en croyant que d(f +— exp(f)) = (g —
exp(f)g), ce n’est pas vrai en général, et du ici au fait que 'homothétie commute avec tout endo-
morphisme !

Intuition Pour la pratique du calcul de 'exponentielle d’'un endomorphisme en dimension finie,
voir la partie 77.

1.12.5 Transformation d’Abel

THEOREME 0.31 Transformée d’Abel

Soit E un espace vectoriel normé , (r,) une suite de réels, (e,) une suite de E. On note
E, =Y 1_, ek Alors pour tout M < N

N-1

N
Z Tn€n = [TEH\V/[ = Z (re — rk41)Ex
n=M

n=M




avec [rE]Y; = r(N)E(N) — r(M)E(M — 1) par définition (attention au —1!).

Démonstration
N N N N-1 N-1
_ _ _ N
g T'n€n = g Tn(En - Enfl) = g oy — E Tn+lEn = [TE]IVI - § (Tk - Tk+1)Ek7
n=M n=M n=M k=M-—1 n=M

d’ou le résultat. Soulignons 'analogie avec l'intégration par parties (théoréme 0.1).
Application 0.21 Les théorémes 0.32 et 0.34.

On trouvera aussi dans la partie 7?7 une application quant & la convergence de certaines séries
entiéres au bord du disque de convergence.

THEOREME 0.32

Soit (r,,) une suite de réels tendant en décroissant vers 0 (au moins au voisinage de 'infini), soit
(en) le terme général d’une série dans un Banach dont les sommes partielles sont bornées, alors
la série de terme général (u,,) avec u, = ry.e, converge, ie

o0

E T'p-€p CONVErge

n=0

Théoréme d’Abel

Démonstration Application directe de la transformation d’Abel!
Un cas particulier classique est le cas e, = (—1)" :

COROLLAIRE 0.33 Série alternée

Si u, = (—1)"€, et si €, décroit vers 0, alors la série de terme général u,, converge.

/\ Attention 0.22 La preuve utilisant Abel, quoique possible, est un peu forte pour ce résultat,
qui s’obtient directement en considérant les suites Us, et Uspy1 ; elles sont clairement adjacentes.
On voit alors en outre que la limite U de U, est toujours comprise entre Uy, 11 et Usy,.

DEFINITION 0.9 variation bornée
On dit qu’une suite (x,,) est & variation bornée si la série de terme général (y,,) est absolument
convergente, avec Y, = Tnt+1 — Tn,

Théoréme de Dirichlet Gréace au critére de Cauchy, on peut constater qu’une suite & variation
bornée, dans un espace de Banach, est convergente.



THEOREME 0.34

Soit €, une suite a variation bornée tendant vers 0, et soit (v,) une suite telle que la série de

terme général (v,,) ait ses sommes partielles bornées, alors la série de terme général (u,,) converge,
avec Uy, = €p,.Vp.

Démonstration Encore grace a la transformation d’Abel, avec au passage une utilisation du critére
de Cauchy.

L’hypothése €, — 0 est nécessaire; pour avoir un contre-exemple, considérer ¢, = 2 + n% et
Tn = (—1)".

1.12.6 Produit de convolution de deux séries

(DEFINITION 0.10 produit de convolution A

On se donne deux séries Y u, et > v,. Par définition, le produit de convolution de ces deux
séries est la série de terme général w,, défini par

n
Wy = E Uk - Un—k
k=0

p

ProrosITION 0.35 ]

Si deux séries sont absolument convergentes, alors le produit de leurs sommes est égal a la
somme de leur produit de convolution (qui est une série absolument convergente).

L

Pour commencer
Démonstration On suppose tout d’abord les séries a termes positifs.

En notant Uy, V,, et W), les sommes partielles des séries de termes généraux un,, Un, Wy, ON constate
que

(on peut s’en convaincre en cochant sur le plan quadrillé les coordonnées (a, b) telles que uq.vp intervienne

dans les différentes sommes ci-dessus, on obtient un carré et deux triangles imbriqués les uns dans les
autres : voir figure 77.)



n

U,V

W

Le cas général est un peu plus délicat.

On reprend les mémes notations, et on ajoute les notations |Uln, |V|n et |W|, pour les sommes
partielles des séries de termes généraux |un|, |vn| et |wn|.

La convergence absolue du produit de convolution découle trivialement du cas positif. La convergence
de Wy, vers (lim Uy.lim V,,), elle, vient du fait que

[Un Vi = Wa| <|Uln[V]n = [W]a

Pour aller plus loin : le théoréme de Cauchy-Mertens On peut en fait affaiblir les hypo-
theses (le résultat étant a peine affaibli) :

THEOREME 0.36 Cauchy-Mertens

On se donne deux séries de termes généraux (uy,) et (vp), la série de terme général (uy,)
étant supposé absolument convergente, et la série de terme général v, étant convergente. Alors
le produit de convolution de ces deux séries est convergent, et la somme du produit de convolution
est égale au produit des sommes de ces deux séries.

Démonstration On utilise les notations usuelles pour U,, V,,, W, ; on introduit aussi les quantités
U,V et W, égales respectivement a la somme des uy, a la somme des v, et a la somme des w,.



eOn remplace vo par vo — V. En changeant cela on ne change pas la nature de la série de terme
général wv,. La somme U n’est pas changée, et la somme W est diminuée de V.U, et V est remplacé
par 0; donc il n’y a pas de perte de généralité.

eOn suppose donc que V = 0. Par un raisonnement analogue a celui illustré sur la figure 7?7, on
constate que

n
Wn = Z uk.Vn,k
k=0
On se donne M un majorant de |V,|.
On se donne alors € > 0, et N tel que la somme des |u;| pour i > N soit inférieure a e.
On décompose alors W,, en deux sommes :

n

N
[W,| < Z |ug - Vi—k| + Z |uk-Va—k]

k=0 k=N-+1
or :
N
_ Vo k| < (N41). . Vi
kzzoluk el S (W 4+ 1).( mac fus]).( max [Varl)

et par ailleurs

n

— 3w Vakl <MY Juk| < eM

k=N+1 kE=N+1

dou |Wp| < (N +1).( max |ug|).( max |Vp_i)|+eM <eM +e
ke[o,N] ke[o,N]

pour n assez grand, d’ou le résultat.
Et si c’est le produit qui converge? On se donne deux séries de termes généraux u, et v,,
et on définit w,, le terme général de la série produit de convolution de ces deux séries.

On suppose que Y w,, converge. Alors les séries de termes généraux (u,) et (v,) convergent. Ce
résultat est cité dans [2], avec un embryon de démonstration (il s’agit d’utiliser Cesaro).

1.12.7 Transformation de Toeplitz

~

(DEFINITION 0.11  transformation de Toeplitz
Etant donnée une famille (c; ;) j)en> de coefficients complexes, on définit la transformation
de Toeplitz associée a cette famille comme étant Papplication qui & une suite complexe (tn, )nen
associe la suite (T'uy, )nen définie par Tu, = > 00 ) Cn i Ui.

On dit que T est réguliére si et seulement si pour toute suite u,, convergente, T'u,, est définie
| pour tout n et la suite (T'uy) converge vers la méme limite que (uy).

J

/N Attention 0.23 1l s’agit de convergence de suites et non de séries ; seuls les termes des T,
sont définis par des séries.



(PrROPOSITION 0.37

conditions suivantes sont vérifiées :

-

La transformation de Toeplitz T associée & ¢, ,, est réguliére si et seulement si les trois

ePour tout j, ¢; ; — 0 comme ¢ tend vers +o0.
o0 .
> i—oCi,; tend vers 1 comme i — 00

'Z;io i ;| est défini et est borné par une constante M indépendante de ¢

Démonstration
eSupposons que la transformation T' soit réguliére.

— le premier e exprime simplement le fait que T est réguliére appliqué a la suite un = n,;-
— Le second e exprime simplement le fait que T est réguliére appliqué a la suite constante égale a 1.

— Le troisieme e se montre en utilisant le théoréme de Banach-Steinhaus. On définit :
oo
Ti(x) =Y cijx;
j=0

qui est bien défini dés que x est une suite convergente; T; est bornée indépendamment de i.

Chaque T; est une application linéaire continue de I’espace de Banach des suites convergentes de C
(pour la norme ||.|| ) dans C.
Par le théoréme de Banach-Steinhaus (théoréme ?7), on peut donc trouver M tel que pour toute
suite x,
ITy(@)] < M|,



On considére alors, pour i donné et m quelconque, la suite z(™) définie par :
xj=TCij/lcij| sij<metci;#0

zj = 0 sinon

™ est convergente, de limite 0, bornée par 1.

En calculant T; (™)), on constate que la somme des |c; j(x)| est bornée par M.

D’ou le point.

o]l reste a voir la réciproque, c’est-a-dire que I'on suppose les trois points réalisés, et on cherche a
montrer que T est réguliére.

— On se donne (un) une suite convergente.

— La suite ), ciju; est évidemment convergente car c;ju; = O(ci;) avec ) ; cij absolument
convergente. Donc Tu,, est bien défini pour tout n.

')

— Il reste & montrer que pour toute suite (un) la suite de terme général Tu, = Y ;7

vers la méme limite que (un)

Cn,jU; converge

— dans le cas général, on se raméne au cas d’une limite nulle 0, en remplagant u,, de limite |l par
un — I (rappelons que par hypothése Zj ci,j — 1 quand i — 00).
— On se donne donc une suite u,, de limite nulle.

— On se donne N tel que |un| < 55 pour n > N.

N oo
[Twi| =) cigus+ D, cigouy
=0

J=N+1

— Le terme Z;V:o ci,j-u; tend vers 0 pour ¢ tendant vers 400, puisque par hypothése c; ; — 0 pour
tout j quand i — 40c0.

— Le terme } 77 \ ., ¢ij.u; est borné par e, par définition de M et N.

— On a donc bien le résultat souhaité.

COROLLAIRE 0.38

Ce résultat implique que la moyenne de Cesaro est une transformation de Toeplitz réguliére ;
Cnom = 1/(n+1) si m < n et 0 sinon.
9 9 a 1 n ) o
Si up, suite & valeurs complexes, converge vers [, alors Tu, = =5 Y i Ui converge aussi vers

1.13 Interversions

La hantise classique du mathématicien est de justifier les permutations entre sommes, intégrales,
limites, dérivation. L’objectif de cette partie est de fournir tous les outils (ou presque) pour affronter
cette tache...

1.13.1 Interversion de limites et de dérivation

Pour cela, on consultera la partie 77, ainsi que la section 7?7 quant & la dérivation de séries

)

entiéres.



1.13.2 Interversion de limites et de limites

Il s’agit bien str d’intervertir une limite au sens d’un espace de fonctions avec une limite au sens
de 'espace sur lequel sont définies ces fonctions... Formellement ¢a donne ¢a :

THEOREME 0.39

Soit X un espace topologique, A une partie de X, a un point de ’adhérence de A.

Soit (E,d) un espace métrique, et enfin soit (f,) une suite d’applications de A dans F, et f
une application de A de E.

Supposons que :

.limw—nzfn(x) = €n

e f,, converge uniformément vers f sur A

e F) est complet

Alors il existe un certain e limite de e,, et lim,_,.f(z) =€

Démonstration

eOn consideére f, la fonction égale a f, sur A et prolongée par continuité en a en posant fn(a) =e€n;
fn est donc continue en a.

eOn se donne € > 0.

eLa convergence des f, étant uniforme, on peut trouver N tel que

n,m > N = V‘Z',d(fn(CCLfrn(x)) <e€
eOn passe a la limite pour x — a et on obtient
n,m > N = d(e'r“e'm) S €

(ceci implique que la suite (e,) est de Cauchy, donc par complétude de E qu’elle a une certaine limite

e)

eLa convergence de f, est donc uniforme (par le critére de Cauchy pour la norme uniforme) (voir
7?)

eLes f, étant continues en a, leur limite (uniforme) est donc continue en a (voir proposition 77);
d’ou le résultat.



COROLLAIRE 0.40

Soit f, des fonctions continues admettant une limite e, en a € A, a valeurs dans E espace de

Banach, telles que la série des f,, converge normalement (pour la norme infinie ||.||_ ) vers f.
Alors la série de terme général e, converge vers un certain e, et f tend vers e en a.

Démonstration (C’est exactement la méme propriété, dans le cas des séries...

1.13.3 Interversion d’une limite et d’une intégrale

DEFINITION 0.12 Application réglée
Une application de R dans un espace topologique est dite réglée si et seulement si elle admet
une limite & droite et une limite & gauche en tout point.

/\ Attention 0.2/ On ne demande pas du tout que la limite a droite soit égale a la limite &
gauche, ni qu’aucune de ces deux limites soit égale & la valeur de I'application en ce point.

Intuition Les applications réglées ont été définies en parties 1.3 (sur l'intégrale de Riemann)
comme les éléments de 'adhérence de l’ensemble des fonction en escalier (adhérence pour la norme
l|.ll.)- Ces deux définitions sont équivalentes, pour peu que X soit métrique.

THEOREME 0.41
On se donne E un espace de Banach, et (f,,) une suite d’applications réglées du segment [a, b]
de R dans F convergeant uniformément vers f.

Alors f est réglée et f=1lim fn-
[a,b] " Ja,b]

Démonstration Le fait que f soit réglée est un corollaire immédiat du théoréme 0.39 (interversion
des limites de suites et de fonctions sous certaines hypothéses).
Pour conclure il suffit d’observer que

| [ o]

—fal < (b— — fall.
S/[a,b]'f fal € O=a)f = fall

COROLLAIRE 0.42

Si ) fn converge normalement (pour la norme ||| ), de [a, b] segment de R dans un espace
de Banach FE, et siles f,, sont réglées, alors la somme des f,, est une fonction f réglée, d’intégrale
la somme des intégrales des f;,.

Démonstration (C’est exactement la méme propriété, dans le cas des séries.
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