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1 Fonctions usuelles

Nous commengons ce chapitre par quelques généralités sur les fonctions. Nous introduisons en
particulier les notions de monotonie, de parité et de périodicité. Puis nous effectuons quelques
rappels d’analyse du lycée. Nous expliquons sans la formaliser la notion de limite puis celles de
continuité et de dérivabilité. Nous terminons cette section par un paragraphe sur l'intégration.
Nous ne proposons aucune preuve, il est trop to6t pour cela, elles viendront plus tard dans I’année.
L’idée est d’introduire les outils de base en analyse afin de pouvoir en disposer dés le début d’année
et de préparer ainsi les chapitres ultérieurs dans lesquels ces notions seront approfondies.

Nous continuons ce chapitre en introduisant les différentes fonctions usuelles en classe prépa-
ratoire. Aux fonctions logarithme, exponentielle, puissances et trigonométriques connues depuis le
lycée s’ajouteront les fonctions réciproques des fonctions trigonométriques. Nous aborderons aussi
une nouvelle famille de fonctions, les fonctions hyperboliques.

Pour bien aborder ce chapitre

Our federal income tax law defines the tax y to be paid in terms of the income x ; it does so in a
clumsy enough way by pasting several linear functions together, each valid in another interval or
bracket of income. An archeologist who, five thousand years from now, shall unearth some of our
income tax returns together with relics of engineering works and mathematical books, will

probably date them a couple of centuries earlier, certainly before Galileo and Vieta.
Weyl, Hermann ; The mathematical way of thinking

L’objet de ce chapitre est d’introduire les différentes fonctions utilisées de maniére usuelles en
classe prépa. Aux fonctions logarithme, exponentielle et trigonométriques connues depuis le lycée



s’ajouteront les fonctions logarithmes et exponentielles de base quelconque, les fonctions puissances
ainsi que les réciproques des fonctions trigonométriques. Nous introduirons aussi une nouvelle famille
de fonctions : les fonctions hyperboliques (qui sont & ’hyperbole équilatére ce que les fonctions
trigonomeétriques sont au cercle unité) ainsi que leurs réciproques.

Nous utiliserons & plusieurs reprises dans ce chapitre des théorémes qui ne seront énoncés et
démontrés que beaucoup plus tard dans ’année. Parmi ces théorémes, notons les trois suivants :

THEOREME 0.1 Théoréme de la bijection
Soit I un intervalle et soit une application f : I — R. On note J = f(I). On suppose que la
fonction f est

1. continue sur /.

2. strictement monotone sur I.

alors la fonction f réalise une bijection de l'intervalle I sur l'intervalle J et sa bijection
réciproque f~! est une fonction continue et strictement monotone sur J de méme sens que f.

THEOREME 0.2 Dérivation de la bijection réciproque
Soit f : I — R. On suppose que :

1. f est strictement monotone sur 'intervalle 1.

2. f est dérivable sur I.

3. Vzel, f'(x)#0

alors f réalise une bijection de lintervalle I sur lintervalle J = f(I) et son application
réciproque, f~! est dérivable sur J et

A 1
(f )_f/of—l

THEOREME 0.3 La dérivée d’une fonction est identiquement nulle sur un intervalle
et seulement si cette fonction est constante sur cet intervalle
Soit f : I — R. On suppose que :

1. f est dérivable sur un intervalle I.

alors la fonction f est constante si et seulement si Vz € I, f/(z) = 0.

On retrouvera le premier théoréme et sa démonstration en 7?7 page 77 et le second en 77 page
?77. Le troisiéme sera établi en 7?7 page ?77.

Multimédia : Traceur de courbe réciproque : on donne le graphe d’une fonction. On pointe sur
un point du graphe et on obtient son symétrique par rapport a la bissectrice principale. On affiche
le vecteur tangent en ce point au graphe initial et on obtient le vecteur tangent au graphe de la
réciproque correspondant. En cliquant sur un bouton, on affiche le graphe entier de la réciproque.



1.1 Fonctions logarithmes, exponentielles et puissances
1.1.1 Logarithme népérien

Nous verrons au chapitre 7?7 dans le théoréme 7?7 page 7?7 que toute fonction continue sur un

1
intervalle I de R posséde une primitive sur cet intervalle (voir ??). La fonction x — — définie sur

x
R*% admet donc une primitive sur R% . On pourrait montrer, mais c’est difficile, que 'on ne peut
exprimer cette primitive avec des fonctions usuelles (fonctions polynomiales, fractions rationnelles,
fonctions trigonomeétriques). Il faut donc introduire une nouvelle fonction.

(- _ . . . . N\
DEFINITION 0.1 Logarithme népérien

On appelle logarithme népérien et on note Iln 'unique primitive s’annulant en 1 de la fonction

définie sur R} : z +— —.
T

RT — Rs
In : *dt
— i
1 t
|\ J

| Remarque 0.1 In(1)=0

THEOREME 0.4 Propriétés de la fonction In

— La fonction In est continue sur R%.

— La fonction In est dérivable sur R* et |Vz € R7, In'z ==
x

— La fonction In est méme C* sur R”, ce qui signifie qu’elle est dérivable et que toutes ses
dérivées sont dérivables.

— La fonction In est concave sur R%

Démonstration Les primitives d’une fonction sont, par définition, dérivables. La fonction In est
donc dérivable sur R . Une fonction est continue la ou elle est dérivable (voir la proposition 7?7 page 77).
Donc In est dérivable et par suite continue sur R’ . Sa dérivée, qui est la fonction f: R} — R,z +— 1/x
est C* donc il en est de méme de In. Comme la dérivée f de In est une fonction strictement positive,
In est strictement croissante sur R’.. Enfin, pour tout x € R%, f” (z) = —1/x* est strictement négative
sur R} donc In est concave. Vous pouvez consulter le paragraphe 77 page 7?7 qui traite de ce sujet.

COROLLAIRE 0.5
Soient I est un intervalle de R et u : I — R’ une fonction dérivable. La fonction z — In(u(z))

u' (x)

est dérivable sur I de dérivée, pour tout z € I : | (Inu)’ (z) =

Démonstration  C’est une conséquence directe du théoréme de composition des fonctions dérivables.



(PROPOSITION 0.6 Propriétés algébriques du logarithme )
Pour tout =,y € RY et n € Z

1. |1 = 1

‘ n(zy) =Inz +Iny 5 | (5) ey
1 Y
2. |In{—-)=-1
n(z) ne 4. ‘ln(x"):nlnx‘

- J

Démonstration

1. La méthode pour prouver cette égalité est classique, il faut la retenir. Fixons y € R} et
notons 8, la fonction

0, - R — Rx
Y"1 — In(zy)—lnz—Iny
Cette fonction est dérivable sur R} comme composée et différence de fonctions dérivables.
De plus,
* 1 1 1
VCCE]R+, Qé(x):i__:___zo_

ry x x

D’aprés le théoréme [03, 0, est une fonction constante sur R’ . Elle est donc constante
sur RY et il existe ¢ € R tel que : Vx € R}, 6, (z) = c. Déterminons cette constante.
¢c=0,(1) =Iny —Inl —Iny = 0. Ce qui prouve que, pour tout = dans R, 0, (z) =
In(zy) —lnz+1Iny =0.

2. Soit x € RY. Par application de la proposition précédente, on a les égalités
O0=Inl=1In (f) =In (ml> :lnm—i—lnl.
T T T

desquelles découlent le résultat.

3. Soient x,y € R}, par application des deux derniéres égalités

In (E) =In (ml) zlncc—l—ln1 =Ilnx —Iny.
Yy Yy Yy

PROPOSITION 0.7 Limites aux bornes du domaine de définition

4. Par récurrence.

Inx — —c0 et Inzx — +o©
x—0 r—r+00

Démonstration

— La fonction In est strictement croissante et In1 = 0, donc In2 > 0. D’aprés la derniére égalité
de la proposition précédente, pour tout n € N, on peut écrire In (2") = nln2. On en déduit que

In (27) —+> +00. La fonction In n’est donc pas majorée. Comme elle est strictement croissante,
n—-+00

on peut affirmer, par application du théoréme de la limite monotone 77, que Inx —+> +00.
r—r+0o0



— Par application du théoréme d’opérations sur les limites et par utilisation de la limite précédente,

1
Inx=—-—In— —— —o0.
T z—0t

DEFINITION 0.2 Nombre de Néper
On appelle nombre de Néper 'unique réel e vérifiant Ine = 1.

Démonstration  L’existence du nombre de Néper est une conséquence du théoréme des valeurs inter-
médiaires qui sera vu dans le chapitre 77. L’unicité est une conséquence directe de la stricte monotonie
de In.

(ProPOSITION 0.8 Limites usuelles pour In

Inz
— « Inz est négligeable devant x quand z tend vers +oco» : | — —— 0|
X x——+00

1
— «Inxz est négligeable devant — quand z tend vers 0 » : |zlnx —— 0 |.
5

z—0t
- J
Démonstration
1 1 © . . . .
— Pour tout t > 1, on a 7 < % Fixons x > 1. Il vient que fl % < )i % ce qui s’écrit aussi
.. . . . 1 2 .
Inz < 2(v/z — 1) < 2y/x. Divisant cette inégalité par z, on obtient 0 < nr < T ce qui améne,
T T
. 1
par application du théoréme des gendarmes 77, N}
i T — 400
— 1
— Par ailleurs : XIn X 2=UxX _r
xr X —+4oco
(PrOPOSITION 0.9 Limites usuelles pour In A
. .. p In (x)
— « La fonction In est dérivableen 1 et In'1 =1 » —1
r—1 z—1
. . . In(l1+=x
— Cette limite s’écrit aussi sous la forme ( ) 1}
x x—0
- J
Démonstration
— Le taux d’accroissement de In en 1 est donné par :
Inz—1Inl Inz
Ve e RL\ {1}, A(x)= = )
reRI\{1}, A()=-——i-o BT

Comme In est dérivable en x = 1 et que In’ 1 = % =1, on a bien lin})A (z)=1.
xTr—r



1 =z—1 In(1+X
— La seconde égalité se prouve grace a un changement de variable : n(z) x=eo1 m{+X)

rz—1 X X—0
1
ProrosiTioN 0.10 Inégalité de convexité
‘V:z: el-1,4o00[, In(1+4+2z)< :z:‘
Démonstration - 1l suffit d’étudier le signe de la fonction 0 : J=1,+00] - Rz
In(l+z)—=x

~

(PROPOSITION 0.11 Exponentielle népérienne
La fonction In définie une bijection de R* sur son image R. L’application réciproque est appelée
fonction exponentielle népérienne et est notée exp.

e_R—>Ri
Py — expy

Ve eRY, |exp(nz)=2x

Yy €R, |In(expy) =1y

L La fonction exp




— est strictement croissante et strictement positive. )
— est continue R.
— est dérivable sur R et Vz € R,|exp’ (z) = exp (z) ‘
— est de classe C*° sur R.
T |—o0 0 400
+oo
exp 1 /
o
J

Démonstration % Posons f =1In. La fonction f est :

1. dérivable sur RY .
2. de dérivée strictement positive sur R’}

3. donc strictement croissante sur R’}

Par application du théoréme de la bijection[0.2) on peut affirmer que f est bijective et que sa bijection
réciproque f~' est dérivable sur R et a valeurs dans R%. De plus si yo € R

/—1 _ 1 — 1 _ g1
e Vo) A S
=1 (vo)

Notons exp la fonction f~', nous venons de montrer que exp’ (yo) = exp (yo). Il est alors clair que exp
est C* sur R.

De plus, comme Inx — —o0, on aexpxr —— 0 et comme Inx —— +00, on aexpxr —
z—0+ T—r—00 T—+00 — 400
+00.

Remarque 0.3 exp0=1etexpl=ce

(PROPOSITION 0.12 Propriétés algébriques de la fonction exponentielle )
Pour tout z,y e Ret n € Z
L [exp (z+y) = exp (@) exp (y) | 3. |exp(z —y) = SR
- exp (y)
2 —z) = 5
exp (~2) exp 4. ‘ exp (nz) = (exp (z)) ‘
L J

Démonstration % Démontrons la premiére affirmation. Les autres se prouvent de méme. Soient
z,y € R. Comme exp est la bijection réciproque de In, il existe 2,y € R% tels que In(z') = = et
In (y') = y. On peut alors écrire

exp(z+y) =exp (Inz' +Iny’) =exp (In (z'y’)) =2’y = exp (z) exp (v) .



“> Notation 0.1  D’apres la formule @] exp(n) = exp(l.n) = e™, on conviendra de noter pour
tout = € R, e* = exp(x).

ProrosIiTION 0.13 1

Ve eR, |expr>1l+=x

Démonstration “ 1l suffit d’étudier le signe de la fonction

9. R — Rx
| — expz—(z+1)
(1 . . )
ProprosITION 0.14 Limites usuelles pour exp
5 5 expzT
— « expax est prépondérant devant x quand z tend vers 400 » : —+> +00 |.
€2 x—+00
o 1
— « expx est négligeable devant — quand = tend vers —oco » : |zexpxr — 0 |.
x z——00
L. L, . expxr — 1
— «expx est dérivable en x = 0 de dérivée égalea 1 » : | —— —0> 1]
X T—>
g J
Démonstration ¥
o expz _z=InX X 1 . . . expTr . 1 _
Comme 22 —r= = = X il vient LETOO — = Xhﬁn&+ mX “+00.

— La seconde limite se démontre de la méme fagon.

— Ecrivons le taux d’accroissement A de exp en 0. Pour tout x € R*

expr —exp0 expx —1

A(z) =

z—0 T

Comme exp est dérivable en 0 et que exp’ (0) = exp (0) = 1, A (z) — 1 et la derniére limite
Tr—r
est prouvée.



%.1.} Logarithme de base quelconque

—z+— In(x)

~N

(DEFINITION 0.3 Logarithme de base a

I’application notée log, définie par

Inx
Ina

Rx

Soit a un réel strictement positif et différent de 1 : a € R \ {1}. On appelle logarithme de base a

R,
1 :
0g, T -

Remarque 0.4

— Sia=e,log, =1In.

— log,1=0etlog,a=1.

— Si a = 10, on obtient le logarithme décimal qu’on note log.

(PrOPOSITION 0.15
Soient a € R% \ {1}, z,y € R} et n € Z..

1. log, (zy) =log, = + log, y

1
2. log, <—> = —log,
0

3. log, (5) = log, z —log, y

4.

log, 2™ = nlog, x




Démonstration Ces différentes égalités se démontrent en revenant a la définition de log, et en
utilisant les propriétés du logarithme néperien.

e ™
PROPOSITION 0.16
Pour tout a € R% \ {1}, la fonction log, est de classe C> sur R* et

Ve e RL  log,(z) = ——

— Si a €]1;+00[, log, est strictement croissante et concave.

— Si a €]0;1], log, est strictement décroissante et convexe.
N J

Démonstration Soit a € R} \ {1}. La fonction log, est de classe C*° sur R} comme quotient de
fonctions C* sur R, De plus, pour tout x € R}, log,, () =1/ (zIna) et log, (z)=—1/(z*Ina).

— Sia €]1; 400, alors Ina > 0, log!, est donc strictement positive et log! est strictement négative.
Donc log,, est strictement croissante et concave.

— Si a €]0;1[, alors Ina < 0, log), est donc strictement négative et log! est strictement positive.
Donc log,, est strictement décroissante et convexe.

1.1.4 Exponentielle de base a

(PROPOSITION 0.17 Exponentielle de base a )
Soit a € R% \ {1}. La fonction log, définie une bijection de R* sur R. On appelle exponentielle de
base a et on note exp,, la fonction définie de R dans R} comme application réciproque de log,.

Vz e RY, exp, (Ingz) =aVy €R, In, (exp,y) =y
De plus, exp/, est C* sur R et

Vrz € R, exp, (z)=Inaexp, ()

Démonstration Soit a € RY \ {1}. Posons f = log,. La fonction f
1. est dérivable sur R.

2. posséde une dérivée sur R’ strictement positive si a €]1;4o0[ et strictement négative si
a €]0;1]

3. et est donc strictement croissante sur R} si a €]1;+oo[ et strictement décroissante sur R’}
sia €]0;1[.

Par application du théoréme de la bijection [0.2, on peut affirmer que f posséde une bijection réci-
proque f~1 dérivable sur R et a valeurs dans R% . De plus si yo € R
1 1

f7 (yO): f, (f,l (yO)) = 1 :lna’f7 (yO)
Inaf=1(yo)

Notant exp, la fonction f~', on vient de montrer que : exp/, (yo) = Inaexp, (yo). Il est alors clair que
exp, est de classe C* sur R.




ProrosIiTION 0.18
Soit @ € R% \ {1}. On a

Yy ER, exp,(y) = exp(yln(a)) |

. . 1 .
Démonstration  Soit y € R. Posons ¢ = exp, (y). On alog, (z) = y ou encore nr_ y ce qui donne

Inz = yIna et en passant a 'exponentielle x = exp (y1Ina). On a bien prouvé que exp,(y) = exp(yIn(a))

(PROPOSITION 0.19 )
Pour tout a € R} \ {1}, 2,y € Ret n € Z:

1. exp,0=1etexp,1=a 4. exp, (nz) = (exp, x)"

2. exp, (T +y) = exp, (z) exp, (y) 5. exXp, T exp,T = eXpyp T

exp, (x) exp, T
3. e T—Y)=—"7--—= 6. —— =e a
Pl = ) expyr T

- J

Démonstration 11 suffit d’appliquer la formule précédente et les propriétés des fonctions logarithme
et exponentielle.
> Notation 0.2  S’inspirant de la propriété précédente, si a € R* \ {1} et si z € R, on notera

a® =exp, () = exp(zlna).

Remarque 0.5

— On retrouve la notation précédente exp x = e*.

— Remarquons aussi que 1* =exp (zlnl) = 1.

Avec ces notations, la propriété précédente devient :

(PROPOSITION 0.20
Pour tout a,b e R} z,y e RetneZ:

1. a®=1letal=a 4. a"™ = (a*)"

2. a®tY =a%a¥ 5. (ab)” = a®b”
a” a\®* a”
N o (2%
¢ av b) T b




|

T

-3 -2 -1 0 1 2 3 4
_][.1.5 Fonctions puissances

. —axr—a® 0<a<1
DEFINITION 0.4 Fonction puissance
Soit a € R. On appelle fonction puissance d’exposant a la fonction définie sur R par

[ R: — Ra
Pail — 2% =exp (alnz)

Remarque 0.6
— (o est la fonction constante égale a 1.

— 1 = Id. algébriques

(PROPOSITION 0.21 Propriétés algébriques des fonctions puissances h
Pour tout a,b € R, z,y € R}
1. zotb = gagh 4. (2)° = gob
1 5. 29=1
2. x7%=—
¢ 6. 1°=1
3. (ay)* = 2%y* 7. In(z%) =alnz
o J
Démonstration C’est une conséquence directe de la définition et des propriétés des fonctions

logarithme et exponentielle.



(PROPOSITION 0.22 )

. . R* R*
Soit a € R. La fonction ¢, : { T —a> +T st
— T
— continue R . — Sia=0, p,:r— 2% =1 est constante.
- a0 * * ! =
(;Zili’?ble sur RY e Vo € R, 4 (=) — Si a < 0, ¢, est décroissante,
’ ) — +00 et r) —— +o0.
— de classe C* sur R% . #a (@) z—0F #a (@) z—+00
De plus,
— sia > 0, ¢, est croissante, p, () — 0 z |0 1 +00
x—0
+00
ot ¢a (2) e oo . 1 0
Sﬁa \
z |0 1 400 I
/ +00
Pa / 1 — Sia>1ousia<0, @, est convexe et si
0 0 <a<1,p, est concave.
\_ J
Démonstration @a est de classe C* sur R} comme composée de fonctions C*°. De plus, par

application du théoréme de dérivation des fonctions composées, pour tout z € R

o, (1) = 4 exp(alnz) = ax™'z® = az®""
T

Compte tenu du signe de cette dérivée, qui est donné par celui de a, on en déduit les variations de
¢a. Calculons la limite de po en +0o. On sait que pour tout x € R}, z* = exp(alnz). De plus :
Inx — +o0.

x—r+o0o

— Sia >0, alnz ——— +00 et par composition de limite : z* = exp (alnz) — +o0.
T—r+00 x—r+o0o

— Sia=0,0=alnz ——0et:2"=2"=1—— 1.

x—r+o00o x—r+o00o

— Sia <0, alnz ——— —o0 et par composition de limite : z* = exp (alnz) — 0.

r—+00 T—+00
La limite en 0 se calcule de méme.
Remarque 0.7
— Si a > 0, on peut prolonger ¢, par continuité en 0 en posant ¢,(0) = 0.
— Sia>1, ¢, est méme dérivable en 0 : ¢/, (0) = 0.

— Si0<a<1l, ¢ (x) p— —+00 et le graphe de ¢, posséde une tangente verticale a 1’origine.
r—r



0

| | | | I

T T T T T
Atfentiony 0.3 Bour dgriver yne fonction de la forme w(z) = u(z)"®) (1a ot elle est définie
et dérivable...), il faut au préalable la mettre sous la forme w(z) = exp (v(x) In(u(x))) puis utiliser
"Ta formule de dérivation des fonctions composées. A titre d’exercice, on montrera que :

/() = (o) (/o) n ule) + ol 5

1.1.6 Comparaison des fonctions logarithmes, puissances et exponentielles

ProposIiTION 0.23
Pour tout «, 8,7 >0

Inx)?
( ,6) 0 2P |Inz|” — 0
x r—+00 xz—0
Démonstration Comme (3,7 >0 :
B v
In |27
(Inz)” _ [Inz W_ ¥ X=a (1111()())”
xh x% B x% B X X —+oo

.. . e . In o
par composition de limite et par utilisation de la limite usuelle X ﬁ 0. La seconde limite se
—+4o0

prouve de méme.



COROLLAIRE 0.24
Pour tout a, 8,7 >0

T

e

— +oo |z|Pe®® — 0

xﬂ r——+00 Tr——00
Démonstration La démonstration est identique & la précédente.

1.2 Fonctions circulaires réciproques
1.2.1 Rappels succincts sur les fonctions trigonométriques

Effectuons un rappel sur les fonctions trigonométriques.

(PROPOSITION 0.25 Fonction sinus
La fonction sinus, notée sin est :

— définie sur R.

— a valeurs dans [—1, 1].
— impaire.

— 2m-périodique.

— continue sur R.

— dérivable sur R et

‘VmeR, sin’:z::cos:z:‘

— de classe C*° sur R.

.. . . ™ T . .
De plus, la restriction de la fonction sinus a [—5, 5} est strictement croissante.

B x:
011 2 N\ 4

Il

T

Q9 9
ProrosiTION 0.26 Fonction cosinus

La fonction cosinus, notée cos est :
— définie sur R.

— a valeurs dans [—1, 1].

— paire.
L p




— 2m-périodique.
— continue sur R.

— dérivable sur R et

Vx €R, cos'z= —sinx‘

— de classe C*° sur R.

De plus, la restriction de la fonction cosinus a [0, 7] est strictement décroissante.

— T —— COST

| | | |

U T T T T
O | 2\ 2 4 /5
ROPOSITION 0.27 Fonction tangente

La fonction tangente, notée tan, et donnée par :

sinx

V:ceR\{ngkﬂkeZ}, tane = —
xr

est :
— définie sur R\ {g +km| ke Z}.
— a valeurs dans R.
— impaire.
— m-périodique.
— continue R\ {g +km| ke Z}.

— dérivable sur R et

1
cos? x

VxeR\{g—l—/mﬂkEZ}, tan’z =1 +tan’z =

— de classe C* sur R\{g-Fkﬂ' | kEZ}.

T 8 LT T 8 8
K De plus, la restriction de la fonction tangente & } 39 [ est strictement croissante.

)




w > ot
|
T

(S|

vol3

T ::; %anx

T — arcsing

———- r+——sinzx

P

N

SE}



/PEOPOSITION 0.28 Fonction arcsinus

La fonction sinus est une bijection de [—5; 5] sur [—1;1]. La bijection réciproque est appelée
fonction arcsinus et est notée arcsin
T
: ~1,1 — [——, —}
arcsin : [ ] 2°2
Y — arcsiny

Vy € [-1,1], sin(arcsiny) =y
Vo € [—g, g] , arcsin (sinz) =z

De plus, la fonction arcsin
— est strictement croissante sur [—1,1].
— est impaire.
— est continue sur [—1, 1].

— est dérivable sur |—1, 1] et

Vy €]-1,1[, arcsin’'y =

— de classe C* sur |—1,1].

— réalise une bijection de [—1, 1] dans [—7/2,7/2]

—_

y |1 0
1 H+1+

NE

arcsin ., / 0
NS : /

Démonstration  La fonction sinus, sur I'intervalle [—g; g} est

1. continue

2. strictement croissante.

Par application du théoréme de la bijection ??, on peut affirmer que la fonction sinus, restreinte

a lintervalle [—g; g} définie une bijection de [—g; g} sur [—1;1]. La bijection réciproque, nommée
arcsin, est définie sur [—1; 1] et a valeurs dans [—g; g} . Posons I = ] —g, g [ La fonction sinus est de

plus
1. strictement monotone sur I

2. dérivable sur I.



3. et vérifieVr € I, sin’ (z) =cosxz #0

On peut alors appliquer le théoréme de dérivation de la bijection réciproque et affirmer que

arcsin est dérivable sur J =sinl = |—1,1[. Pour tout y € J, on a

1

. !
arcsin’ y = — - =
sin’ (arcsin y)

Mais

. . .. T .
car la fonction cosinus est positive sur } “35 [ et donc arcsin’ y =

propriétés restantes.

1.2.3 Fonction Arccosinus

u —— T — arccosx
— — I —> COSX
1+

AN

. N
— L
0] N :
™ 2

cos (arcsin y)

cos (arcsiny) = 1/1 — sin? (arcsin y) = /1 — 32

1

1-y

= On vérifie sans peine les

1 1 :
(PROPOSITION 0.29 Fonction arccosinus

fonction arccosinus et est notée arccos :

| La fonction cosinus est une bijection de [0,7] sur [—1,1]. Sa bijection réciproque est appelée

{ [_17 1] -
arccos :
y — arccosy
Yy € [-1,1], cos(arccosy) =y
Vz € [0,7], arccos(cosz)=2x
De plus arccos :
— est strictement décroissante sur [—1,1].
— est continue sur [—1,1].
— est dérivable sur |—1,1] et :
p -1
Yy € |-1,1[, arccos’'y = ——
- Ly

\




( — est C™® sur ]-1,1]. )

— réalise une bijection de [—1, 1] dans [0, 7]

y |-1 0 1

vl

arccos ﬂ-\ 3 \O
|

Démonstration s La fonction cosinus, sur I'intervalle [0, 7] est
1. continue.

2. strictement décroissante.

Par application du théoréme de la bijection 7?7, on peut affirmer que la fonction cosinus, restreinte a
Pintervalle [0, 7], définie une bijection de [0, 7] sur [—1,1]. La bijection réciproque, nommée arccos, est
définie sur [—1,1] et a valeurs dans [0, 71]. La fonction cosinus est de plus, avec I =10, 7] :

1. strictement monotone sur I
2. dérivable sur I.

3. et vérifieVr € I, cos’ (z) = —sinz #0

On peut alors appliquer le théoréme de dérivation de la bijection réciproquel[0.2. La fonction arccos

est dérivable sur J = cos I =]—1, 1] et pour tout y € J, on a

/ 1 1

arccos' y = = —
cos’ (arccosy)  —sin (arccosy)
Mais
sin (arccosy) = /1 — cos? (arccos y) = /1 — 2
-1
car la fonction sinus est positive sur |0, w[. Donc arccos’ y = ﬁ On vérifie sans peine les propriétés
-y

restantes.

ProprosITION 0.30 Les graphes des fonctions arcsinus et arccosinus sont symétriques
par rapport a la droite d’équation y = 7/4

Vz € [-1,1], |arcsinz + arccosz = g

1-1,1] —

Démonstration Y La preuve est laissée en exercice. Il suffit de dériver la fonction 0 : .
— arccos x + arcsin x

et d’appliquer le théoréme [0.3



A ™

\ ..... = Z
™
3 — — X — arccos x
\ — x —> arcsin ©
1 + AN
................. (oo
s \
= F—r
O A
-2 -1 12
][.2.4 Fonction Arctangente
IC

ROPOSITION 0.31 Fonction arctangente \
3 aq 5 ™ T ag 3 3
La fonction tangente est une bijection de }—5, 5 [ a valeurs dans R. Sa bijection réciproque est
appelée fonction arctangente et est notée arctan :
T T
|
arctan : 2°2
y +—— arctany

Yy € R, tan (arctany) =y
T T
Vo € }——, = [, arctan (tanz) =
272
La fonction arctan
— est strictement croissante sur R.
— est impaire.
— est continue sur R.

— est dérivable sur R et :

1
Vy € R, arctan’y = ey
— est C*> sur R.
— réalise une bijection de R dans |—7/2, 7/2].
Yy |- 0 400
1
S + 1 +

ol

arctan ~ /




Démonstration Y La fonction tangente est

1. strictement monotone sur I

2. dérivable sur I.

3. et vérifieVz € I, tan'(z) = L

7, 70
cos? x
On peut alors appliquer le théoréme de dérivation de la bijection réciproque[0.2 On en déduit que

tan est bijective et que sa bijection réciproque arctan est dérivable sur J = tan(I) = R. Pour touty € J

1 1 1
tan’ (arctany) 1+ tan? (arctany) 14+y2

i
arctan y =

On vérifie sans peine les propriétés restantes.

I
T / -
5 / .
T -
/.-
1 4+ s |
>
by
2 1 o 1
I — 90 T s
21 -1 1 2 ——x+— tanx
;| PROPOSITION 0.32
— .-"/7| Pour tout z € R* :
! m . T
! 1 — siz>0——
[ arctanx + arctan — = ¢ 2 2
I’ T siz <0

Démonstration Y  La preuve est laissée en exercice. Il suffit, 1a encore, de dériver la fonction

0 : x — arctan x + arctan — sur les intervalles RY et R puis d’appliquer le théoréme [0.3
T

1.3 Fonctions hyperboliques

1.3.1 Définitions et premiéres propriétés

(DEFINITION 0.5 Sinus et Cosinus hyperboliques
Les fonctions sinus hyperbolique sh et cosinus hyperbolique ch sont définies sur R par

R — R R — Rz
ch : et +e " et sh: et —e "




Remarque 0.9  Toute fonction f : I C R — R se décompose de maniére unique en la somme
d’une fonction paire et d’une fonction impaire

J@) +1(=2) | f@)+ f-o)

V. 1 =
zel, f(z) 5 + 5
En effet, x — M est paire , x — M est impaire. Les fonctions cosinus

hyperbolique et sinus hyperbolique sont respectivement la partie paire et la partie impaire de la
fonction exponentielle dans cette décomposition.

(PrROPOSITION 0.33
Pour tout z € R :

1. ‘ch:z:—i—sh:z::ec”‘ 3. czhx—s2hx:1

2. ‘chx—shx:e_w‘

Sinus et Cosinus hyperboliques
Démonstration Calculs immédiats.

PRroPOSITION 0.34
Les fonctions ch et sh sont dérivables sur R avec, pour tout z € R

! A
chz =shz et |[shz=chax|

Démonstration Calculs immédiats.



(=}

\
\ 5
\
\ 4
\
\\ 3 x+— shax
\ -—z+—chz
N 2 —r— 5
N —_—g sz !
T4
| __1._——’(
[ T T UO T T
-3 -2 -1z e
~{PROPOSITION 0.35 N
— La fonction sh est impaire, strictement croissante sur R, strictement négative sur R* et
— strictement positive sur R% et s’annule en 0.
— La fonction ch est paire, strictement positive sur R, strictement décroissante sur R* et
strictement croissante sur R . De plus, Vo € R, chxz > 1.
| T |—oo 0 +00 x |—o0 0 400
chz + I 4 shzx - 0 +
+oo +00
sh 0 / 400 :
—00 / ch \ 1 /
- J

Démonstration

— Les fonctions ch et sh sont de classe C*° sur R comme combinaison linéaire de fonctions C*> sur
R. Appliquant les théorémes de dérivation, on vérifie sans peine les formules annoncées pour leurs
dérivées respectives.

— sh et ch sont respectivement impaire et paire par construction.

— ch est une fonction strictement positive sur R car la fonction exponentielle est strictement positive
sur R. Par conséquent, sh a une dérivée strictement positive sur R et est strictement croissante
sur R.

— Par application des propriétés sur les limites d’aprés les limites de la fonction exponentielle a ses
bornes, on vérifie sans peine les limites annoncées.



— Evaluant sh en 0, on vérifie immédiatement qu’elle s’annule en 0. Comme elle est strictement
croissante et continue, on en déduit qu’elle est strictement négative sur R™ et strictement positive
sur RY.

— La fonction dérivée de ch sur R étant sh, on déduit de cette derniére propriété que ch est stricte-
ment décroissante sur R™ et strictement croissante sur R .

(DEFINITION 0.6 Tangente hyperbolique

La fonction tangente hyperbolique, notée th, est définie sur R par

R — Rz
th : - sh_x
chzx

Remarque 0.10  La fonction th est bien définie car la fonction ch est strictement positive sur

R.
— 2z — tha
----- T — x1
........................... 1 FE T ST
Tangentie hyperbolique % % %
. a A . o A a
(PROPOSITION 0.36 )
La fonction th est impaire, dérivable sur R et, pour tout x € R
1 2 1
th'e =1—-th"z = —
ch”x

Par conséquent, th est strictement croissante sur R et s’annule en 0. Elle admet en —oco une

asymptote horizontale d’équation y = —1 et en +o0o une asymptote horizontale d’équation y = 1
T |—00 0 +00
th' z + 1 +
+1

th _l/o/'




Démonstration  th est de classe C*° sur R comme quotient de fonctions de classe C*° sur R, son
dénominateur ne s’annulant jamais. Appliquant les formules de dérivation d’un quotient, si z € R

chzchx —shzshax 2 — 1

th'z =
ch?z ch?z

L’imparité est facile a prouver. Pour les limites aux bornes du domaine, par factorisation et utilisation
des limites usuelles, on obtient

671. e*‘L
et _ e e 1- ~ 1-— ~
thx = = — hilge € 1.
et 4+ e er e T e ¥ z—+too
14 1+
er er

La limite en —oo s’obtient en utilisant 'imparité de th.

1.3.2 Formulaire de trigonométrie hyperbolique

N 3 4
AN
sht| ...
\ 2 +
AN
— Ht={(z,y): 2> -2 =1 2>1
14 ——H‘zﬁx,yg 2?2 -y =1 ng}l}
\
\ .
——— ——t——
-3 -2 A1 ut ¢ mmeéescfbﬁgtions gosinus et sinus permettent de paramétrer le cercle unité, les fonctions
/ ch pt sh dognent une paramétrisation de ’hyperbole équilatére de sommets (1,0) et (—1,0). Le
_flor ulaire de\trigonométrie hyperbolique ressemble fort au formulaire de trigonométrie classique.
/) Onlle trouveraans ’annexe 77?7 paragraphe ?77.
/ —2 +DPonnons a titdke d’exemples les formules d’addition.
/
/ _(ProposiTiON 0.37 Formules d’addition pour les fonctions hyperboliques )
Pour tout z,y € R :

1 ch(z +y) = chachy+shashy thiz 4+ 9) = tha + thy ( - tha —{thy
ch(z —y) = chachy —shazshy wer = 1+thzthy © = 1—thgthy
sh(z +y) = shachy+chazshy
sh(z —y) = shachy—chzshy

-




1.3.3 Fonctions hyperboliques inverses

/KROPOSITION 0.38 Fonction argument sinus hyperbolique \

La fonction sinus hyperbolique définie une bijection de R sur son image R. L’application
réciproque est appelée fonction argument sinus hyperbolique et notée argsh :

R — R

argsh:{ y +—— argshy

Vy € R, sh(argshy) =y
Ve € R, argsh(shz) ==
La fonction argsh
— est impaire.
— est continue sur R.

— est dérivable sur R et

1

Vy2+1

I
Vy € R, argshy =

— est strictement croissante sur R.
— réalise une bijection de R dans R.

— est de classe C*° sur R.

N

0o

argsh
— 00 /

\

Fonction argument sinus hyperbolique argsh
Démonstration % La fonction sinus hyperbolique, sur I'intervalle R

1. est strictement monotone
2. est dérivable
3. et vérifie : Vo € I, sh'(z) =chz #0

On peut alors appliquer le théoréme de dérivation de la bijection réciproque 02 et affirmer que sh
est bijective de R dans R. Sa bijection réciproque argsh est de plus dérivable sur shR = R et pour tout
yeR

1 1

hy = =
MBSV = (argshy)  ch (argshy)




Mais

/ 2
ch (argshy) = \/ 1+ sh (argchy) = /1 + y?

car la fonction cosinus hyperbolique est positive sur R. Donc argsh’ y = ﬁ On vérifie sans peine
+y

les propriétés restantes.

----- T2

e’ —e
l résout 1’équation y = — soit e?* — 2ye® — 1 = 0. En posant T = e*, on résout

T?1-2yT —1 = 0. On a deux racines T} = y + /1 +92 et Th = y — /1 + %2 dont une seule
. / —&tpositive. D'ott z = InT} = In (y + 1+ y2).

I/ 15)0310 argshy = In (y ++/1+ yQ).

/ 2y
! / 2
étfification : Lorsqu’'on dérive f(y) = In (y+\/1+y2) on obtient f'(y) = % =
—4 - + +y
V 14-y2 + 2y

1
= . Comme f(0) =0, on a bien f(y) = argshy sur l'intervalle R.
1+ /1 +y? V14+y?

(PROPOSITION 0.39 Fonction argument cosinus hyperbolique

La fonction cosinus hyperbolique, restreinte a R, définit une bijection de R* sur son image
[1,+00[. L’application réciproque est appelée argument cosinus hyperbolique et est notée argch.

argch:{ Maes — I

Y — argchy
Yy € [1,+o0[, ch(argchy) =1y
Vz € Ry, argch(chz) =2z

s




La fonction argch )

— est continue sur [1, +oo|.

— est dérivable sur |1, 4o0[ et :

/
Yy € |1,4+00[, argchy =

y?—1

— est strictement croissante sur [1, +oo[.
— réalise une bijection de |1, +o00[ dans R.

— est de classe C* sur |1, +o0].

y |1 +0o0

1

y2+1 H +
+0o0

argch |0 / |
- J

Fonction Argument cosinus hyperbolique argch
Démonstration % La fonction cosinus hyperbolique, sur l'intervalle Ry, est
1. continue.
2. strictement croissante.

Par application du théoréme de la bijection[01] on peut affirmer que la fonction cosinus hyperbolique
définie une bijection de I = Ry sur son image J = [1,+o0[. La bijection réciproque, nommée argch, est
définie sur J = [1,4o0] et a valeurs dans I = Ry. La fonction cosinus hyperbolique est de plus

1. strictement monotone sur I
2. dérivable sur I.
3. et vérifie:Yx € I, ch'(z) =shz #0

On peut alors appliquer le théoréme de dérivation de la fonction réciproquel[0.2 et affirmer que argsh
est dérivable sur J. De plus, pour tout y € J
1 1

/
hy = = .
HERY = (argshy)  sh(argchy)

Mais
2
sh (argshy) = \/ch (argchy) — 1 = y/y%2 — 1

car la fonction sinus hyperbolique est positive sur Ry. Donc argch’ y = = On vérifie sans peine
y? —
les propriétés restantes.



— x — argchx
----- T—z

——xn—>chx

‘So'

P

e’ +e”
2
T = e®, on résout T2 — 2yT+1 = 0. On a deux racines T1 = y++/y2 — L et To = y —/y2 — 1 dont

une seule est supérieure ou égale & 1 (leur produit égale 1). Dot z = InTy = In (y + /Y2 — 1).
Donc argchy = In (y +\y? - 1).
2y
1+ 24/y2—1

Vérification : Lorsqu’on dérive pour y > 1, = ln( +\y? - 1) on obtient f'(y) = ———r—— =
q poury > 1, f(y) y+Vy f'() RV
V y2-1 + 2y
V-1 2y/p2-1 1
1+/y2 -1 V-1

- T T T
’ f@regsion lggarithgnique :
T

> 0. On résout I'équation y = pour y > 1, soit e?* — 2ye® + 1 = 0. En posant

Comme f(1) =0, on a bien f(y) = argchy sur U'intervalle R,..




[u iy

—_

Fonction Argument tangenie hyperholique argth

b +

Q 1 VaY

(ﬁROPOSITION 0.40 Fonction argument tangente hyperbolique \

La fonction tangente hyperbolique définie une bijection de R sur son image | — 1, 1[. L’appli-
cation réciproque est appelée Argument tangente hyperbolique et est notée argth.

[ 1-1,1] — R
argth.{ Y — argthy

Yy € |-1,1[, th(argthy) =y
Vr € R, argth(thz)=x
La fonction argth
— est impaire.
— est strictement croissante sur |—1, 1[.
— est continue sur |—1, 1].

— est dérivable sur |—1, 1] et

I
Yy € ]-1,1[, argthy =

\__— I¢alise une bijection de ]—1,1[ dans R. )




( — est C™® sur ]-1,1]. )

z |—1 0 1

L + 1 +

+00.
argth 0 /
S e

Démonstration % La fonction tangente hyperbolique, sur I'intervalle I = R

1. est strictement monotone sur I

2. est dérivable sur I.
1
3. et vérifieVe € I, th'(x)=—5— #0
ch*z
On peut alors appliquer le théoréme de dérivation de la fonction réciproquel[0.2 et affirmer que argth
est dérivable sur J = th(R). De plus, pour tout y € J

1 1 1

th' (argthy) 1 — th? (argthy) 1—y?

On vérifie sans peine les propriétés restantes.
Expression logarithmique :

/
argthy =

T _ ,—x 2z __ 1 1
On résout I'équation y = c e ¢ pour |y| < 1, soit €2*(1 —y) = 14y, soit e2* = Y
ex + e~ eQm + 1 —y
1 1
et z=—1In ~ty .
2 1—y
1 1
Donc argthy = = In -ty .
2 1—y
. . , .. 1 14y . . , 1
Vérification : Lorsqu’on dérive pour y > 1, f(y) = 3 In =) obtient bien f'(y) = et
-y -y
Comme f(0) =0, on a bien f(y) = argthy sur lintervalle | — 1, 1].
1.4 Deux exemples
N

(DEFINITION 0.7 Asymptotes
Soit f : [¢, +o0] — R une fonction. On dit qu'une courbe y = g(x) est asymptote a la courbe
y = f(x) en +o0o0 si et seulement si :
— e
9(a) — f() ——0
En particulier, une droite d’équation y = ax + b est asymptote a la courbe représentative de f si
et seulement si :

L f@) —laz+b] 0 )




PLAN 0.1 :
1.

Remarque

‘ Méthode pratique de recherche d’asymptotes ‘

Si f(x) m l € R, la droite horizontale y = | est asymptote. On lit sur le tableau
de variations la position de la courbe par rapport a 'asymptote.
Si f(x) —— o0, on calcul la limite de f(z)/x en +oc.

Tr—+00
Si cette limite existe et est égal & un réel a # 0, on calcule f(x) — ax et on cherche la
limite de f(x)—ax en +o0. Si f(z)—ax — b € R, la droite y = ax+b est asymptote.

On détermine la position de la courbe par rapport a I’asymptote en étudiant le signe
de f(x) — [ax + b] au voisinage de +oo.

1)

x
une branche parabolique de direction (0x).

f(z)

X

— 00, on dit qu’on a une branche parabolique de direction (0y). Si — 0,

Si f(z)/x? admet une limite finie a non nulle et que ce n’est pas le cas de f (z) /z,
on peut rechercher des paraboles asymptotes.
| Plan d’étude d’une fonction|

Trouver le domaine de définition.

Calculer la dérivée (factoriser) et étudier son signe.

Tableau de variations. On précise les valeurs exactes remarquables, les limites et les
prolongements éventuels (on étudie alors la dérivabilité de la fonction prolongée).

Recherche d’éventuelles asymptotes.
Tracé approximatif de la courbe y = f(x) : on représente les asymptotes éventuelles,
les tangentes horizontales

0.11 La représentation de valeurs particuliéres numériques obtenues a ’aide de

la calculatrice ne présente en général aucun intérét !

Exercice 0.1
Etudier la fonction définie par f(r) = z*+1.

Solution :

1. Comme :

f est définie sur R .

f(z) = a7+ = ele+D)ins,




zlnz+z+1

2. Soit x € R}. On a : f'(z) = ——————a""! donc f est du signe de zlnz +

x
Ry — R

r +— zhrx+zx+1
¢ (z) =Inz + 2. On en déduit les variations de g et le signe de f.

x + 1. Introduisons la fonction : g : { . Pour tout x € RY :

z |0 e ? +00

g (x) - 0+
1\ /+OO

g(z) g9(e?)

F@ + f?) +

Remarquons que g(e‘z) > (0 et en utilisant les limites usuelles, on obtient :

— 1.
- (:E) z—0*t

Le tableau de variation de f est donc :

z |0 +o00

fr@)|1 +
+0o0o

f@ o

les limites étant obtenues en utilisant les limites usuelles et par opération sur les
limites.

Le graphe de f admet une branche infinie quand © — +o0. Si x € R} :

x+1
L T

= @& +00.
xX r——+00

Le graphe de f n’admet donc pas d’asymptote quand x — +oc0. On a affaire & une
branche parabolique de direction Oy.

On en déduit le graphe de f :
3T y=fir)
2 5

1 +




Exercice 0.2

. [z —1
FEtudier la fonction définie par f(z) = x < 1
x

Solution :
1.

Nous déduisons du tableau de signe

z |-oo -1 1 +o0
x—1 - | -0+
T+ 1 -0+ |+
= o

que f est définie sur I = |—o0, —1[U [1, +o0].
f est dérivable sur |—oo, —1[U]1, +00[ car la fonction racine carrée est dérivable sur
R* . Soit x un élément de cet ensemble. On trouve :

2
—1
fla)=——2t222
CC—l 2
x+1(:v+1)

f" est donc du signe de x> + x — 1. Les racines de ce trinémes sont o = (—1 + \/5) /2
et B = (—1 — \/5) /2. Seul « est dans le domaine de définition de f. Pour les limites,

on remarque que :
11

x) =4 —2

f@) =i

et donc lim f(x) = —oo, HI_’I_I f () = +o0. Par limites usuelles, il est clair que
T——00 T—>+00
lim f(z) = —oo. On en déduit de la tableau de variation suivant :
r——1—
T |—o00 o =1 1 400
/(@) + 0 - +oo +

I 400
f(:c)—oo/ ()\—oo 0 ~

Le graphe de f admet une branche infinie quand x — 400 et quand x — —17.

f@_ fo-1_ [1-5 ]
x Vz+1 \1 + % x—+00
et par multiplication par les quantités conjuguées,

r—1 —2x —2

-1 1

Jr—1 Lk =

f@)—z==z < 1| =2l g 2
r+1 x—1+1 z—1 1-1 =
z+1 z+1 Ty1t!

I-co




La droite d’équation est donc asymptote a la courbe au voisinage de

+00 et —o0.

— On a une asymptote verticale au voisinage de —1 d’équation © = —1.

4. On en déduit le graphe de f :
© 3T y=f(z)

r=-1, 2+

1.5 Fonction exponentielle complexe

Soit I un intervalle de R. On s’intéresse ici a une fonction f définie sur I et a valeurs complexes
f I € C. Pour tout ¢t € I, une telle fonction s’écrit sous la forme : f(t) = z(t) + iy (¢). avec
z,y : I — R. Les fonctions z et y sont respectivement la partie réelle et la partie imaginaire de f.
Soit ty € I. On dit que f est dérivable en ¢y si et seulement si x et y le sont. Dans ce cas, on
deéfinit f/ (to) par :
I (to) = 2" (to) + iy’ (to) -

(PrOPOSITION 0.41
Soit ¢ une fonction définie et dérivable de I dans C. la fonction f définie sur I par

viel, f(t)=e"®

est dérivable sur I et
VeI, f'(t)=¢ (t)efD.




Démonstration Soit t € I. Si ¢y est la partie réelle de ¢ et si w2 est la partie imaginaire de @, on
peut écrire f (t) sous la forme :

f@)= e — gr1(O)Fipa(t) _ je1(t) jiva(t) _ e1(D) (cos (a2 (t)) +isin (g2 (1)) .

Par application de la définition, on en déduit que :

Fr@)y= @5 () e (cos (2 (1)) +isin (2 (1)) + €O (= (¢) sin (2 (1)) + i (¢) cos (2 (£)))
= @ (1) €1 (cos (102 (1)) + i sin (p2 (¢))) + i) (1) e (isin (2 () + cos (p2 (¢)))
= (1 (8) + i) (1)) e (cos (2 (1)) +isin (g2 (1)) = &' (t)e””

Remarque 0.12 On en déduit que pour tout a € C, la fonction f : R — C,t — e est
dérivable sur R de dérivée : Vi € R, [/ (t) = ae®.

En résumé

Il est opportun de lire les paragraphes 7?7 et 7?7 de 'annexe 7?7 qui contiennent des méthodes
pour construire des inégalités et dans lesquels sont promulgués quelques conseils pour le calcul des
dérivées. Au terme de ce chapitre, le formulaire sur les dérivées des fonctions usuelles 77 et celui sur
les limites usuelles 7?7 devront étre parfaitement connus. Vous devrez par ailleurs étre totalement
familier avec ces nouvelles fonctions que vous serez amené & manipuler quotidiennement en sup et
en spé.

Il conviendra de retenir parfaitement les graphes et I’expression des dérivées des fonctions in-



troduites dans ce chapitre.
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