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Généralités sur les préhilbertiens.

1 Espaces préhilbertiens
et espaces de Hilbert

Dans ce chapitre seront présentés les espaces préhilbertiens (réels en [l et complexes en [[L2)),
les espaces de Hilbert (en partie [[4)), les espaces euclidiens (I51), les espaces hermitiens (L5.2]).

Les espaces de Hilbert permettront en particulier de considérer des « combinaisons linéaires »
(terme impropre) infinie, contrairement au cadre des espaces vectoriels ot 'on ne donne sens qu’a
des sommes finies. Cela sera capital pour par exemple considérer des projections sur des bases
infinies, comme dans ’analyse de Fourier. On pourra aussi trouver des applications en finance aux
projections dans des espaces de Hilbert dans [IJ.

Passer ensuite a la dimension finie permet de poser les bases de la géométrie.

Il convient d’avoir une bonne idée de la graduation des contraintes associées a ces différents
espaces. La présence d'un produit scalaire (dit euclidien dans le cas réel, et dit hermitien dans le
cas complexe) conduit & la notion d’espace préhilbertien. Ajouter la contrainte de complétude de
I’espace conduit a la notion d’espace de Hilbert. Enfin, si on ajoute la contrainte de dimension finie,
on obtient un espace euclidien (dans le cas réel) ou hermitien (dans le cas complexe). Ainsi :

— un espace euclidien ou hermitien est de Hilbert ;

— un espace de Hilbert est préhilbertien ;

mais il n’y a pas de réciproque.



1.1 Espaces préhilbertiens réels

Les espaces de Hilbert sont trés fréquents, mais le cas plus faible d’un espace préhilbertien
présente tout de méme un intérét ; ainsi, tout sous-espace vectoriel non fermé d’un espace de Hilbert
est préhilbertien, mais sans étre complet, donc sans étre de Hilbert. Par ailleurs, on sait (comme
montré par le théoréme de Baire ??7) qu’une espace ayant une base topologique dénombrable ne
peut étre complet. Donc, pour aucune norme, R[X] n’est complet. Ainsi, des normes comme

P (/01 P(t)%dt)'/2,

P ([ e~ P(t)2dt)'/? ou encore P = Y7 apX* s (X7_, a2)1/? font de R[X] des espaces
préhilbertiens réels qui ne sont pas de Hilbert. On peut d’ailleurs considérer leur complété; le
complété de R[X] pour la norme [l est ainsi C([0, 1], R).

Il est recommandé de lire au préalable la partie 7?7 et la partie ?7.

(DEFINITION 0.1 produit scalaire euclidien sur F h
Etant donné E un R-espace vectoriel, on appelle produit scalaire euclidien sur E une appli-
cation < .|. > de E? dans R telle que :

o< .|. > est bilinéaire

o< .|. > est symétrique : < z|y >=< y|x > pour tout = et tout y

ela forme quadratique associée & < .|. > est définie positive : Vo # 0, < z|x > >0

On appelle espace préhilbertien réel un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire
euclidien.

Un sous-espace vectoriel F' d’un espace préhilbertien réel £ muni d’un produit scalaire
euclidien, muni de la restriction du produit scalaire euclidien & F', est appelée sous-espace pré-
hilbertien de E (c’est un espace préhilbertien).

Etant donné un produit scalaire euclidien < .|. >, on définit une norme euclidienne ; il s’agit
de lapplication z — ||z|| = /< z|z >. On verra plus loin qu’il s’agit bien d’une norme (facile au
\vu des résultats de la partie 7). )

/N Attention 0.1 On n’a a aucun moment imposé que la dimension soit finie.

Un produit scalaire euclidien sur un R-espace vectoriel est donc une forme bilinéaire symétrique
associée & une forme quadratique définie positive.

Ezxemple 0.2 Exemples :

eLe produit scalaire euclidien canonique sur " est défini par < z|y >= Zie[l_’n] T; Y.

eLe produit scalaire euclidien canonique sur le sous-ensemble [?() de des suites de carrés
sommables (i.e. des (un)ne telles que Y |u,|?* converge) est défini par < (un)ne|(vn)ne >=

2

iz %ﬁlt'vfﬁiportant de rappeler le théoréme ?7? et le corollaire ??. Ils stipulent que :

o< x|y >2<< x|z > . < yly > (inégalité de Schwartz)

o] < zly > | <|z|.lly|l (inégalité de Schwartz, en passant a la racine)

oz +y|| < |z|| + ||yl (inégalité de Minkowski = inégalité triangulaire)

eLe produit scalaire est continu (conséquence de Schwartz)

/\ Attention 0.3 La notation < x|y > peut étre remplacée par (z|y), < =,y >, (z,y), ou
meéme z.y.



1.2 Espaces préhilbertiens complexes

/EEFINITION 0.2 semi-linéaire \
Une application d'un C-espace vectoriel £ dans un C-espace vectoriel F' est dite semi-linéaire si

ov(z,y) € B* f(x+y) = f(z) + f(y)

oV(z,\) € ExC f(Ax) = Af(x)

Une application semi-linéaire est un semi-isomorphisme si et seulement si elle est semi-
linéaire et bijective.

Une forme semi-linéaire est une application semi-linéaire d’'un C-espace vectoriel dans C.

Etant donnés E et F' des C-espaces vectoriels, une application ¢ de E x F est dite forme
sesquilinéaire sur F x F si

ez Papplication y — ¢(z,y) est une forme linéaire sur F

oy lapplication x — ¢(x,y) est une forme semi-linéaire sur F

Une forme sesquilinéaire sur E x E est dite hermitienne lorsque en outre V(z,y) €
E? (b(:l?, 1/) = (b(yvx)

Une forme sesquilinéaire hermitienne ¢ sur E? est dite produit scalaire hermitien sur E
siVz € E\ {0}, ¢(z,z) € R}. On note généralement alors < x|y >= ¢(x,y)

Etant donné un produit scalaire hermitien < .|. >, on définit une norme hermitienne; il
s’agit de 'application z — ||z|| = \/< z|z >. On verra plus loin qu'’il s’agit d’une norme.

On appelle espace préhilbertien complexe un C-espace vectoriel muni d’un produit scalaire
hermitien. Un sous-espace vectoriel F' d’un espace préhilbertien complexe E muni d’un produit
scalaire hermitien, muni de la restriction du produit scalaire hermitien & F', est appelé sous-

\espace préhilbertien de F (c’est un espace préhilbertien). )

/N Attention 0.4 On n’a a aucun moment imposé que la dimension soit finie.

/N Attention 0.5 La notation < z|y > peut étre remplacée par (z|y), < =,y >, (z,y), ou
meéme x.y.

Remarquons que le fait que pour une forme sesquilinéaire hermitienne ¢ on ait Vz, ¢(z,z) € R
découle du fait que ¢ est hermitienne; il suffit de vérifier que ¢(x, x) > 0.

/N Attention 0.6 Une forme linéaire non nulle n’est pas une forme semi-linéaire (et une forme
semi-linéaire non nulle n’est pas une forme linéaire).

Une forme sesquilinéaire est donc semi-linéaire par rapport a la premiére variable et linéaire par
rapport a la seconde.

Ezemple 0.7 Sur C™ le produit scalaire hermitien canonique est défini par < x|y >= """ | T;.y;.

Les inégalités de Schwartz et de Minkowski montrées dans la partie 7?7 sont valables ici aussi;
mais la démonstration, basée sur la bilinéarité et utilisant les formes quadratiques, n’est plus valable.

LEMME 0.1 Egalité utile

2 2 2
lz+yll” = ll=lI” + [lyll™ + 2. Re(< 2]y >)

avec Re(u) la partie réelle de u.

Démonstration Evidente, en utilisant < x|y >= <y[x>.



THEOREME 0.2 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Dans un espace préhilbertien complexe

V(w,y) € B | <aly > | < |zl Iyl

Il y a égalité si et seulement si la famille est liée.

Démonstration Soit 0 argument de < x|y >, alors pour tout t réel, au vu du lemme [0]] :
[t +y)|* = .|z + lly]|* + 24| < zly > |

On en déduit donc que le discriminant de t — t2.||z||* + ||y||* + 2.t.| < |y > | est négatif ou nul, ce qui
donne l'inégalité annoncée. Le cas d’égalité est le cas ou le discriminant est nul.

(COROLLAIRE 0.3 Inégalité de Minkowski

Dans un espace préhilbertien complexe

V(@,y) € E? |lz +yll < llz]l + Iyl

Il y a égalité si y = Az ou z = A.y avec A > 0.

Démonstration Par le lemmel[0]] on a
2+ ylI* = ll2l* + llyl|* + 2.Re(< z|y >)

<l + llyll* + 2. < zly > [ < ll2lI* + lyl|* + 2.z |1yl
(par Cauchy-Schwarz ci-dessus)
= (llll + llyl)?
D’ou le résultat. Le cas d’égalité se montre facilement...

(PROPOSITION 0.4

Dans le cas euclidien, retrouver le produit scalaire & partir de la norme était facile; dans le
cas hermitien c’est un peu plus compliqué :

1 2 2 . g2 s .2
<aly >= J(lz +yl” = lle —ylI” —dlle + iyl” + .|z — iy

3
_ 1 —2.i.wm.n/4 2.4.mw.n/4 2y 1 — 2
LS ey imsi gty LS Gy
n=0 {weC;wt=1}
- J

/\ Attention 0.8 La derniére ligne est un bon moyen mnémotechnique, mais il faut bien penser
que l'on a un signe moins dans le coefficient de I’exponentiel en dehors de ||.|| et un signe plus a
Iintérieur, ou le conjugué de w a l'extérieur et w a l'intérieur.



1.3 Espaces préhilbertiens

On se place ici dans le cadre de E espace préhilbertien, réel ou complexe. On ne suppose
absolument pas E de dimension finie.

(DEFINITION 0.3 orthogonal
x et y appartenant & F sont dits orthogonaux si < z|y >=< yla >=0.
Deux parties X et Y de E sont dites orthogonales si x et y sont orthogonaux pour tout
(xz,y) dans X x Y.
On appelle orthogonal d’une partie X et on note X+ I’ensemble des y tels que < z|y >= 0
pour tout x dans X.
Une famille (z;)icr est dite orthogonale si ¢ # j —< z;]z; >=0.
Une famille (z;);er est dite orthonormale si < z;|z; >=§; ;.

Remarque 0.1 Remarques: o< zly >=0 <= < ylz >=0

etoute partie est orthogonale & son orthogonal

ePour toute partie X, X+ est un de E (car c’est une intersection de fermés, par définition)

eEtant donné F un de E, la somme de F et de F' est toujours directe, mais
non nécessairement égale & F

/\ Attention 0.9 Ne pas confondre « étre orthogonal a » et « étre 'orthogonal de ».

PROPOSITION 0.5
Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

Démonstration Supposons donnée une combinaison linéaire nulle )", Xiz;, et considérons le produit
scalaire avec x;,. On en déduit immédiatement que \;, est nul. D’ou le résultat.

ProroSITION 0.6 Orthogonalité et espaces supplémentaires

oSi F' et G sont supplémentaires, alors F' et G sont orthogonaux si et seulement si G est
lorthogonal de F'.

oSi F et F sont supplémentaires, alors F Lt _p

Démonstration En exercice!
On va maintenant considérer quelques résultats de géomeétrie :

THEOREME 0.7 Théoréme de Pythagore
Si les z; sont une famille finie orthogonale alors || Y. zi|® = p [EAR

Démonstration Evident par récurrence.
/\ Attention 0.10 On note que dans le cas d’un espace préhilbertien réel, || z|*+[|y|* = |z +yl|*
équivaut & x et y orthogonaux. Ce n’est pas valable dans le cas complexe !



(PROPOSITION 0.8 Quelques résultats de géométrie )
eFormule du triangle :
ly = 2l1* = lly — 2l|* + |z — =|* — 2.Re(< 2 — zly — = >)
eFormule de la médiane :

1

2 2 2 2
ly = 21" + 4llz = 5 (y + )" = 2.lz =yl + 2.[lz — 2|
eFormule du triangle pour un espace préhilbertien réel :

2 2 2
ly =zl =lly—2l"+llz—2" -2 <z —-aly -2 >

eFormule du parallélogramme, pour un espace préhilbertien réel :

2 2 2 2
Iz +ylI” + [l = ylI” = 2(l=[I” + ly[I")
- J

Démonstration Il suffit de développer les différentes formules. Illustration en figure [

THEOREME 0.9
eDans un espace préhilbertien E' de dimension finie, tout sous-espace vectoriel F' est supplé-
mentaire & son orthogonal, i.e. E = F @ F*. On a alors notamment dim E = dim F + dim F*.
eTout espace préhilbertien de dimension finie admet une base orthonormale.
eDans un espace préhilbertien de dimension finie, toute famille orthonormale peut étre com-
plétée en une base orthonormale.
eSi F' est un sous-espace vectoriel de F, avec E espace préhilbertien, et F' de dimension
finie, alorsona E = F @ F+.

Démonstration Pour le premier e , on considére I'application f qui & x dans E associe (< ui|x >
,< uglr >, < uzlz >,..,< uplr >). Le noyau est F*, le rang est < a la dimension de F. Donc
dim F+ > dim E — dim F, donc E = F @ F* (rappelons qu’il est toujours vrai que F N F*- = {0}).
On a donc bien dim F* + dim F = dim E.

Pour le second e , on raisonne par récurrence. Pour E préhilbertien de dimension < 1, le résultat
est évident. Il suffit ensuite de considérer un vecteur quelconque e, de E de norme 1, et une base

orthonormale (e1, ...,en—1) de (Ku)t. (e1, ..., en) convient.
Le troisiéme eest immédiat ; il suffit de considérer F' engendré par la famille orthonormale (e1, ..., ep)
considérée, et une base (ep+1,...,en) de F*, réunie en (e1,...,en), base orthonormale de E.

Le quatriéme eest un peu plus long :
— on considére une base (e1, ..., ep) orthonormale de F'.
— on considére I'application f qui & x associe y ©_, < e;|lx > e;.
Ve e E, z = f(x)+ (z — f(x)).
~  N——
€eF cFrL
D’ou le résultat.



-1
Parallélogramme médiane

FIGURE 1 — Mlustrations de la formule du parallélogramme, de la médiane.
Commentaire : Les coefficients attribués servent de moyen mnémotechnique; en sommant les
carrés des longueurs indiquées, pondérées par leur coefficient, on obtient zéro.



1.4 Espaces de Hilbert

Apres la définition juste ci-dessous, on verra les projections dans les espaces de Hilbert (section
[CZT), les bases hilbertiennes (L4.2) et quelques applications (L43), dont en particulier Ianalyse
de Fourier.

DEFINITION 0.4 espace de Hilbert
On appelle espace de Hilbert un espace préhilbertien complet.

Les espaces de Hilbert jouent un grand role en mathématiques tant les hypothéses sont faibles
(principalement, les espaces de Hilbert sont complets, et peu de choses intéressantes sont incom-
plétes). Les espaces comme L?(R", C), ou aussi H!(R",C) = {y € L*(R",C) ; Vi, g—; € L*(R",C)}
(dérivée au sens des distributions) peuvent étre d’un intérét capital. Ils sont le meilleur cadre pour
réasoudre certaines équations aux dérivées partielles importantes, comme 1’équation de Schrédinger
igr = —Agp.

1.4.1 Projection dans un espace de Hilbert

(DEFINITION 0.5 distance de z 4 F h

Soit H un espace de Hilbert, et E une partie convexe fermée non vide de H. Alors étant donné z
appartenant & H on appelle distance de = a E et on note d(x, E) le mombre

d(z, E) = inf [}z — .

On appelle alors projeté de z sur E un élément y de F tel que ||z — y|| soit minimal, ¢’est-a-dire
y € E est tel que ||z — y|| = d(z, E).
Un isomorphisme d’espaces de Hilbert est un isomorphisme entre les espaces vectoriels

(sous-jacents qui préserve la norme et le produit scalaire. )

THEOREME 0.10
Le projeté de x sur E existe et est unique, et y dans E est le projeté de x sur E si et seulement
si pour tout e dans F, Re(< e —ylz —y >) < 0.

Il est clair que dans le cas d’un espace de Hilbert réel, on pourrait simplement formuler <
e—ylr —y ><0.
Démonstration
e Existence d’un projeté de x sur E.
On se donne une suite yn, telle que ||x — yn|| tende vers la distance d = d(x, E) entre x et E.
Par la formule de la médiane appliquée aux points yn, ym et x, on a alors

2 2 2 1 2
ym = ynll” = 2012 = yall” + Iz = ym[]") = 4|z = 5 (yn + ym)
par convexité de E on a alors %(yn +ym) €EFE

1
et donc ||z — = (yn + ym)||> > d°

5



et donc ||ym — yn||2 —0

Donc la suite y,, est de Cauchy, donc par complétude de H elle converge. Sa limite y est dans E parce
que E est fermé.

Alors ||z — y|| = d par continuité de la norme, donc y est bien un projeté de x sur E.

eSupposons que y est dans E et que pour tout e dans E Re(< y — ey — x >) < 0. Alors pour tout

e dans F on a
lz—ell* =llz —yl* + e — ylI* = 2.Re(< e — ylz —y >)

On obtient d’un coup d’un seul que y est la borne inf, et que y est unique (car s’il y a égalité, |le—y| = 0).
eSupposons maintenant que y soit un projeté de x sur E, et montrons que Re(< e —ylz —y >) <0
pour tout e dans E.

Onallz —e|” = o —yl* +lle = y|* — 2.Re(< e —ylz —y >)
1
et donc Re(< e —ylz —y >) = 5 (llz —e[” = |z —y|* + lle — y*)

par définition de y, on a ||z — e|* — ||z — y||* <0,

(Ile = y11*)

N =

et donc Re(<e—ylr —y >) <

valable pour tout e.
On se donne maintenant z dans E, et on considére e = t.z + (1 — t).y. Par convexité, e € E si

te[0,1].
L’inégalité précédente s’écrit alors

Vt € [0,1], Re(< t.z —tylz —y >) < =(||t-z — t.y|]*)

N s+ N =

et donc Re(< z—ylz —y >) < =||lz —y||
En faisant tendre t vers 0, on en déduit
Re(< z—ylx—y>) <0

La preuve est ainsi compléte.

COROLLAIRE 0.11
Dans tout ensemble non vide fermé convexe il existe un unique élément de norme minimale.

(PROPOSITION 0.12

Quelques propriétés des projetés :
eLe projeté de x sur un sous-espace vectoriel fermé E (qui est évidemment convexe) est le

point y tel que y — = est orthogonal & e — x pour tout e dans F.

Soit (7;)ic[1,,) une famille orthonormale ; alors I'espace vectoriel engendré par les z; est fermé
(car il y en a un nombre fini, voir le corollaire ??), convexe. La projection sur ce sous-espace
vectoriel de H est 'application qui & @ associe >,y ,, < Tilz > ;.

On a alors ||z]* = 3, | < zilz > |2 + ||z — y||* avec y = Yiepn < Tilz > i

oflz]|* > 3, < x|z >2 (inégalité de Bessel). )

Démonstration FExercice facile, utilisant les résultats que I'on vient de voir dans le théoréme précédent.



DEFINITION 0.6 projection orthogonale sur E

Soit E un sous-espace vectoriel fermé de H. On appelle projection orthogonale sur F
I’application qui & x dans H associe son projeté sur F; il s’agit d'un projecteur, et la symétrie
associée A ce projecteur est appelée symeétrie orthogonale par rapport a E (voir 77?).

La projection orthogonale sur E est en fait la projection sur E suivant E-L.

1.4.2 Bases hilbertiennes

DEFINITION 0.7 Base hilbertienne

On appelle base hilbertienne d’un espace de Hilbert H une famille (z;);c; telle que :
ela famille des z; est orthonormale
epour tout x dans H, x =}, ; < x|z > ;

Dans la seconde condition, la somme est éventuellement infinie. En fait, il s’agit d’une famille
sommable, i.e. pour tout € il existe J fini inclus dans I, tel que pour tout K fini compris entre J et
1, la somme sur K des < x;|z > .x; est & une distance < ¢ de z.

THEOREME 0.13

eUne famille orthonormale (x;);cr est une base hilbertienne si et seulement si le sous-espace
vectoriel engendré par les x; est dense dans H.
eUne famille orthonormale (z;);c; est une base hilbertienne si et seulement si

Vo e H,) | <ailz > | = [af*.
el

L’équation [0.13] est appelée relation de Parseval.

Application 0.11 On verra une application de la relation de Parseval avec le lemme 77 utile a
I'inégalité isopérimétrique, ainsi qu’avec le calcul de 72 (section ??) ; plus prés de nous, la relation de
Parseval servira a la démonstration du théoréme de Riesz-Fischer [0.15] ci-dessous. La caractérisation
des bases Hilbertiennes par la densité (sous réserve d’orthonormalité) est capitale en analyse de
Fourier (proposition ?7).

Démonstration

— Le sens — du premier point résulte directement de la définition d’une famille sommable et de la
définition d’une base hilbertienne.
— Le sens — du second point découle de la proposition

— La relation de Parseval entraine la densité du sous-espace vectoriel engendré par les x; 1a encore
directement grace a la proposition

— Il nous reste donc a4 montrer que la densité du sous-espace vectoriel engendré par les x; entraine
le fait que les (x;) forme une base hilbertienne. Pour cela,



— Supposons le sous-espace vectoriel FE engendré par les x; dense dans H. Alors, pour tout x dans
H, et tout € > 0, il existe y dans FE tel que

= —yll <e/2

et y = ,c; Aixi (somme finie). On peut imposer \; =< z|z; > tout en préservant I’éq. Il par
la proposition [0.12 qui garantit que ce y minimise ||y — z|| pour y € E. On peut alors se donner
K fini tel que I C K C J; par définition des bases hilbertiennes, il est suffisant de montrer que
1> ek <zilz >z —z|| <e Or
[l Z < zi|lr >z — x|
€K

< lly—af+ 1Y <ailz > < e

—_————

72 iEK\J

=l Zicr\s<zilz—y>zi||<|lz—yl|<e/2
(ot on a utilisé le fait que la projection de xz —y sur ’espace engendré par les z; pour i € K \ J
était de norme inférieure a ||x — y|| (inégalité de Bessel, proposition [0.12).

/N Attention 0.12 Attention! Une base hilbertienne n’est pas nécessairement une base au sens
des espaces vectoriels !

THEOREME 0.14
eUne famille orthonormale (z;);c; est une base hilbertienne si et seulement si pour tout z et tout
yona<zly>=) <zr>.<ziy>.

eUne famille orthonormale (z;);c; est une base hilbertienne si et seulement si elle est maximale
pour 'inclusion.

La démonstration de ce théoréme, laissée en exercice au lecteur, utilise des principes similaires
4 ceux de la preuve du théoréme précédent.

La proposition suivante permet de se ramener & une forme plus « visuelle » des espaces de
Hilbert.

THEOREME 0.15 Riesz-Fischer - Isomorphisme sur un [?

Soit H un espace de Hilbert, et (z;);c;r une base hilbertienne de H. Alors 'application x —
(< |z >)ier est un isomorphisme de H sur ().

Démonstration

el application ¢ = x + (< xilx >)ier est bien & valeurs dans I*>(I), vu la relation de Parseval
(théoréeme [0.13).

e est linéaire, conserve la norme.

e conservant la norme, ¢ est injective.

e conservant la norme, ¢ conserve les distances, et donc son image est un sous-espace vectoriel
complet, donc fermé de 1%(T).

ep(x;) est la fonction caractéristique du singleton i ; or les combinaisons linéaires de ces fonctions
sont denses dans [>(I), donc ¢(H) est dense.

o¢(H) est dense et fermé, donc il est égal a 1>(I).

eLe produit scalaire est continu, donc le fait qu’il soit conservé sur les x; suffit & montrer qu’il est
conservé partout.



Un résultat ultérieur donnera toute sa puissance a ce résultat, en montrant que tout espace de
Hilbert posséde une base hilbertienne.

/N Attention 0.13 1l ne s’agit pas d’un isomorphisme ramenant tous les espaces de Hilbert
possédant une base a un seul, car I peut avoir des cardinaux différents.

LEMME 0.16

Soit H un espace de Hilbert . Soit F un sous-espace vectoriel fermé de H. Si F n’est pas
égal & H, alors il existe x dans H de norme 1 orthogonal & FE.

Démonstration 1l suffit de considérer x — y, pour x € E° et y projeté de x sur E.

THEOREME 0.17
Tout espace de Hilbert posséde une base hilbertienne .

/N Attention 0.14 Nécessite I'usage de I’axiome du choix!

Démonstration On considére I'’ensemble des familles orthonormales, munies de I'inclusion. Il s’agit
bien d’un ensemble inductif (si 'on considére une chaine de familles orthonormales, leur réunion est
bien un majorant), et donc par le lemme de Zorn (voir le lemme ??) il admet un élément maximal. On
considére I'adhérence du sous-espace vectoriel engendré par cette famille, et si ’on n’obtient par H
lui-méme, on applique le lemme [016] et on contredit la maximalité de notre famille orthonormale.

COROLLAIRE 0.18 Corollaire des deux théorémes précédents

Tout espace de Hilbert est isomorphe & [?(I) pour un certain I.

Rappelons que L(FE, F') désigne 'ensemble des applications linéaires continues de E dans F', avec

E et F des espaces vectoriels , et que pour E un K-espace vectoriel on note E’ le dual topologique
de E, c’est-a-dire L(F,K).

THEOREME 0.19

Soit H un espace de Hilbert réel (resp. complexe). Alors application ¢ : H — H', x —
¢(z) = (y =< x|y >) est une bijection linéaire (resp. semi-linéaire).

Démonstration

eLa linéarité (resp. semi-linéarité) est claire.

eL’injectivité n’est pas bien difficile ; il suffit de voir que si ¢(x) = ¢(y), alors pour tout z < x|z >=<
y|lz >, et on conclut en considérant une base hilbertienne, ou bien en considérant < x — ylx — y >=<
zlr—y>—<ylr—y>=0.

eLa surjectivité est plus intéressante. Soit f une forme linéaire continue sur H, autre que la forme
linéaire nulle. Son noyau est un sous-espace vectoriel fermé FE de H. On considére F' I'orthogonal de
FE; E et F sont en somme directe, car



— F est de codimension 1 en tant que noyau d’une forme linéaire, et
— F est de dimension au moins 1 (voir lemme[0.16), et
— bien sir EN F = {0}.

f(y)

On considére alors y dans F', non nul, et x = WY On vérifie que ¢(x) = f sur F, sur E, et donc

sur H tout entier.

(PrOPOSITION 0.20 Procédé d’orthonormalisation de Schmidt

Etant donnée une famille (;);ejo,n) avec N € NU {400} libre de H (H espace de Hilbert ),
il existe une unique famille (y;);c[o,n| orthonormale telle que (pour tout & < N) le sous-espace
vectoriel —engendré par (y;);c[1,x] soit égal au sous-espace vectoriel engendré par (z;);c[1 ), et
telle que (pour tout k < N) < zg,yr > > 0.

J

(la derniére condition sert a I'unicité, dont on laisse la preuve en exercice)
Démonstration On calcule
Yo = wo/||zoll

n—1
et pour n >0, zp, = Tpn — Z < YilTn > Yi
i=0

et yn = 20 /||

Et ¢a marche tout seul.

Exemple Maple

> y:=array(0..N); z := array(0..N); y[0] := z[0]/norme(z[0]);
> fori from1by1toN do

> z[i] == «[i];

> for j from 0by 1to (i—1)do

> z[i] := z[i] — scalaire(z[i], y[j]) * y[j];

> od;

> yli] := simpli fy(z[i] /norme(z[i]));

> od;

Yo := 151 := (2t — V3 yo 1= (61> + 1 — 6t)v/5 y3 := (20t — 1 + 12t — 30t2)\/7
A = linalg[matriz)(N + 1, N + 1);
for i from 0 to N do
for j from 0 to N do
Ali + 1, j + 1] := simpli fy(scalaire(y[i], y[4]));
od;
od;

VVVVYVYV



Exemple Maple

> evalm(A);

o O o
o O = O
O = OO
= O O O

(une partie des réponses de Maple est supprimée par économie de place)




ProrosITION 0.21
Si N < 400 alors la matrice de passage de la base des y; & la base des x; est triangulaire de
déterminant [}, < x;|y; >.

Démonstration Il suffit de voir que P,y (z,) =< Tily; >.

1.4.3 Quelques utilisations des espaces de Hilbert

On pourra aller voir par exemple le théoréme ?? (une version de théoréme de point fixe). La
partie 7?7, au niveau des séries de Fourier, donne une application trés classique des espaces de Hilbert
et des bases hilbertiennes.

1.5 La dimension finie
1.5.1 Espaces euclidiens

Apres les généralités (définitions et premiéres propriétés) en section [[L5.] on verra la notion
d’endomorphisme adjoint (L5, 'orientation des espaces euclidiens (L5.]), et enfin on évoquera
les formes quadratiques sur les espaces euclidiens (L5.T]).

e~ T
DEFINITION 0.8 Espace euclidien

On appelle espace euclidien un espace préhilbertien réel de dimension finie non nulle.

Un endomorphisme d’un espace euclidien est dit orthogonal si I'image d’une certaine base
orthonormale est une base orthonormale (il s’agit forcément d’un automorphisme).

On appelle similitude d’un espace euclidien un endomorphisme égal & la composée d’une
homothétie (i.e. une application du type E — E,  — A.x) et d’un automorphisme orthogonal.

On appelle rapport d’une similitude le rapport d’une homothétie de la décomposition de cette
\similitude en une homothétie et un automorphisme (le rapport est unique).

/

Généralités Un espace euclidien est donc en particulier un espace préhilbertien et un espace de
Hilbert ; on pourra donc consulter la partie [[.1] et plus spécialement la partie [[.4] pour avoir les
bases.

(PROPOSITION 0.22 B

el’image de toute base orthonormale par un endomorphisme orthogonal est une base orthonor-
male.

eUn endomorphisme est orthogonal si et seulement si sa matrice dans une base orthonormale
est une matrice orthogonale.

eUn espace euclidien est un espace de Hilbert.

eR"™ muni du produit scalaire euclidien canonique (i.e. < z|ly >= Y1 | z;.y;) est un espace
euclidien.

eUn espace euclidien est isomorphe a R” muni du produit scalaire euclidien canonique pour
\un certain n. )




Démonstration Voyons tout d’abord les trois derniers points. Un espace euclidien est de dimension
finie, en dimension finie toutes les normes sont équivalentes, donc l’espace est isomorphe au sens des
espaces vectoriels normés a R"™ muni d’une norme usuelle et est donc complet. Donc c’est un espace
de Hilbert. Donc il admet une base orthonormale. Le tour est joué.

Pour le second point, il suffit d’appliquer la définition des matrices orthogonales. Le premier point
découle alors des propriétés des matrices orthogonales.
Notons qu’il est également possible d’obtenir une base orthonormale & partir d’une base quel-

conque grace au procédé d’orthonormalisation de Schmidt.

Soit F un espace euclidien, n sa dimension.

Les résultats suivants sont trop faciles pour valoir une démonstration (notez toutefois qu'ils
n’apparaissent faciles qu’au vu des parties précédentes) :

eL’application z — (y —< x|y >) est un isomorphisme de E sur E*.

eToute forme linéaire sur F s’écrit < x|. > pour un certain = de E.

o]l existe une base orthonormale de F, qui est d’ailleurs une base hilbertienne aussi.

(DEFINITION 0.9 angles )
Il y a plusieurs notions d’angles a définir :

On définit 'angle entre deux vecteurs non nuls z et y comme étant le réel 6 de [0, 7] tel que

cos(0) = <ely>
Mzl lyll " ) )

On définit ainsi l’angle entre deux droites : on considére un vecteur x # 0 de l'une et un
vecteur y # 0 de l'autre; 'angle est alors I'unique 6 € [0, 5] tel que cos(f) = |\§9|T!ﬁy>||l-
cette mesure est indépendante du choix des vecteurs = et y.

On définit 'angle entre deux hyperplans comme ’angle entre les droites qui leurs sont ortho-
gonales.

On définit 'angle entre une droite et un hyperplan comme le complémentaire de ’angle entre
la droite et la droite orthogonale a I’hyperplan (rappelons que le complémentaire de 6 est  — 6).
L On dit que deux sous-espaces vectoriels de F sont perpendiculaires s’ils sont orthogonaux.)

Notons que

[ProOPOSITION 0.23

Un endomorphisme est une similitude si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :
eil est bijectif;
eil conserve ’écart angulaire.

Démonstration Il est trés facile de vérifier qu’une similitude vérifie bien les deux propriétés annoncées.
Réciproquement, supposons les deux propriétés vérifiées par un endomorphisme f. Alors :
e Considérons 'application g : x — W, pour x non nul.
eConservant I’écart angulaire, 'application f conserve aussi I'orthogonalité.
eEtant donnés x et y distincts, z =y — <va‘|?2>$ est orthogonal a x.
e f(2z) est donc orthogonal a f(x).
eEn développant < f(x)|f(z) > puis en factorisant par < x|y > %, on obtient que g(z) = g(y).
eg est donc constante, égale a p.
o% f conserve donc la norme, et donc est orthogonal d’aprés la proposition Par définition, f
est donc une similitude.
Intuition La preuve ci-dessus montre qu’en fait il est suffisant qu'un endomorphisme bijectif

conserve l'orthogonalité pour qu’on puisse conclure qu’il s’agit d’une similitude.




THEOREME 0.24
Pour tout endomorphisme f d’un espace euclidien F, il existe un et un seul endomorphisme f*
tel que pour tout z et tout y de E, < f(z)|ly >=< z|f*(y) >.

Endomorphisme adjoint
Démonstration
eExistence et unicité de f* : pour tout y, 'application  —< f(x)|y > est une forme linéaire ; donc
par lisomorphisme décrit plus haut entre E et son dual il existe un unique f*(y) tel que pour tout x

< f@)y >=<z|f"(y) >
eLinéarité de f* : soit

< f@) Ay +Aeyz >= A < f(2)lyr >+ < f(@)ly2 >
=1 <azlf (y1) > +ha. <zl (y2) >
=<zA1.f (y1) >+ < z|A2.f(y2) >
=<z A1f (Y1) + A2 (y2) >
pour tout x et donc

FrOayr +X22) = A (y1) + Ao (y2)
ce qui conclut la preuve.

(DEFINITION 0.10 endomorphisme adjoint
o f* est appelé endomorphisme adjoint de f.

o f est dit symétrique si f* = f.

eOn note S(E) ensemble des endomorphismes symétriques de E.

of est dit antisymétrique si f* = —f.

¢On note A(E) l'ensemble des endomorphismes antisymétriques de E.

e¢On appelle groupe orthogonal de E et on note O(F) lensemble des endomorphismes
orthogonaux de E; c’est un sous-groupe de GL(FE), ensemble des automorphismes de E.

¢On appelle groupe spécial orthogonal de E et on note SO(FE) 'ensemble des endomor-
\phismes orthogonaux de F de déterminant 1; c’est un sous-groupe de O(E).

J

Quelques propriétés faciles de E euclidien :

of est orthogonal si f*.f = f.f* = Id.

oUn endomorphisme est orthogonal si et seulement si son adjoint lest.

eL’application f — f* est un endomorphisme de L(FE); c’est un endomorphisme involutif, ¢’est-
a-dire que f** est égal a f.

eKer f*= (Im f)*

oIm f* = (Ker f)*

eKer f=(Im f*): oIm f = (Ker f*)*

o(go f) = froyg"

eMatg(f*) =t Matg(f), si B est une base orthonormale

o f est diagonalisable <= f* est diagonalisable

Si f est inversible, alors f* aussi et (f*)~! = (f~1)*

o F sous-espace vectoriel de E est stable par f si et seulement si F'* est stable par f*

eUn endomorphisme et son adjoint ont méme polynéme caractéristique.

A peine plus dur :



PRroPOSITION 0.25

eUn endomorphisme est orthogonal si et seulement si il conserve le produit scalaire.
eUn endomorphisme est orthogonal si et seulement si il conserve la norme.

Démonstration Il est vite vu que les conditions en question sont équivalentes entre elles, car la norme
s’exprime en fonction du produit scalaire, et le produit scalaire en fonction de la norme (cf. proposition
[04) ; Ie calcul est facile. On va donc se contenter de montrer les deux implications suivantes :

oSi f est orthogonal, alors f conserve la norme : évident car

If@)I* =< f(@)|f(2) >=<z|f 7 (f(2)) >=< zle >= |||

oSi f conserve le produit scalaire, alors f est orthogonal :

— f est injectif puisqu’il conserve la norme

— on est en dimension finie, donc f est inversible

- < f@)ly >=< f(@)|f(f (y)) >=<z[f'(y) > et donc f~' = f*.
On peut aussi noter le résultat amusant suivant :

ProrosIiTION 0.26

eUne application de E dans E avec E euclidien conservant le produit scalaire est linéaire.
eUne application de E dans F avec E euclidien conservant la norme est linéaire.

Démonstration
oIl suffit de développer ||f(A\.x + p.y) — A\.f(x) — . f(y)||* et de calculer un peu.
eUn peu de calcul sur les formules liant produit scalaire et norme suffit...

COROLLAIRE 0.27
Une application de E dans E avec E euclidien est une isométrie si et seulement si c’est la composée
d’une translation et d'un endomorphisme orthogonal.

Démonstration Il est évident que la composée d’une translation et d’'un endomorphisme orthogonal
est une isométrie. Réciproquement, on procéde comme suit :
eOn se donne f une isométrie de E dans F
eOn considére g : x +— f(z) — f(0)
eOn montre que g conserve la norme
eOn conclut par la proposition
Quelques propriétés faciles des endomorphismes orthogonaux, utilisant les résultats ci-dessus;
soit f € O(E) :
eLe spectre de f est inclus dans {—1,1}
ele déterminant de f est —1 ou 1
oF est stable par f <= F" est stable par F'
eUn endomorphisme orthogonal diagonalisable est une symétrie orthogonale (voir ?7?)
eE=Im(f—-D&Ker (f—I)=Im (f+1)® Ker (f +1)

Quelques résultats sur les endomorphismes symétriques et antisymétriques (E un espace eucli-
dien) :



eUn endomorphisme est symétrique (resp. antisymétrique) si et seulement si sa matrice dans une base orthonormale
est symétrique (resp. antisymétrique)

el’ensemble L(E) des endomorphismes de E est somme directe de l’ensemble S(E) des en-
domorphismes symétriques et de ’ensemble A(E) des endomorphismes antisymétriques; L(E) =
S(E) @ A(E).

edim L(E) =n? avec n = dim E

odim S(E) = in.(n+ 1) avec n = dim E

edim A(E) = 5n.(n — 1) avec n = dim E

osi f est un endomorphisme antisymétrique de E, alors f o f est un endomorphisme symétrique

eUn endomorphisme f de F est antisymétrique si et seulement si

Ve < f(z)lz >=0

eLa seule valeur propre possible d’'un endomorphisme antisymétrique est 0
el’image et le noyau de f symétrique ou antisymétrique sont supplémentaires orthogonaux
eLe rang d’un endormophisme antisymétrique est pair (en effet sa restriction a son image est
une bijection et est antisymétrique, donc il n’a pas de valeur propre puisque 0 n’est pas de valeur
propre, donc le polyndme caractéristique n’a pas de racine, donc 'image est de dimension paire)
o] es sous-espaces propres d’un endomorphisme symétrique sont supplémentaires et orthogonaux.
eLe polynome caractéristique d’un endomorphisme symétrique est scindé sur R (c’est-a-dire que
la somme des multiplicités de ses racines sur R est égal & son degré).
eUn endomorphisme symétrique est diagonalisable dans une base orthonormale
Démonstration La seule chose qui justifie que I'on fasse une preuve est I'avant-dernier point, qui
entraine le dernier.
oOn se donne f un endomorphisme symétrique, et M sa matrice dans une base orthonormale.
eSoit \ une racine dans C du polynéme caractéristique de M.
eOn peut trouver un vecteur colonne X (& coefficients complexes non tous nuls) tel que M. X = A\.X
X MX =N"X.X
een conjuguant et en transposant on obtient tY.(tM).X =NX.X cest-a-dire 'X.M.X =X 'X.X
eon a donc \."X.X = N'X.X
oX non nul implique *X.X > 0, donc A = X et c’est fini.

Orientation d’un espace euclidien On pourra consulter au préalable la partie ?7.

(DEFINITION 0.11 espace euclidien orienté )
On appelle espace euclidien orienté un couple (F,C) ou F est un espace euclidien et C' une
classe d’équivalence sur ’ensemble des bases de F pour la relation d’équivalence R définie par

BRB' <= det PB,B/ >0

L’orientation de I sous-espace vectoriel de dimension n—p de (F,C) espace euclidien
orienté de dimension n suivant (eq, ..., ep) une base d’un supplémentaire de F est I’espace
euclidien orienté

(F,{(ept1,-.nen)/(€1,....e5) € C})
(il s’agit d’un espace euclidien orienté)
On appelle base directe de 'espace euclidien orienté (E, C') une base appartenant a C.
On appelle base indirecte de l’espace euclidien orienté (F,C) une base n’appartenant pas a
\C. J




/N Attention 0.15 Il n’y a que deux orientations possibles d'un méme espace euclidien.
L’espace euclidien orienté usuel correspondant & R™ est donné par la base (directe par définition)

((1,0,...,0),(0,1,0, ...,0),(0,0,1,0, ...,0), ..., (0,0, ..., 0,1,0), (0, ..., 0, 1)).

Propriétés faciles : (E est un espace euclidien donné, de dimension n)

oSi o est une permutation paire (resp. impaire) et si ey, ..., e, est une base de E espace euclidien,
alors (e;)ie[1,n] €t (eg(i))ie[lyn] sont dans la méme classe d’équivalence (resp. ne sont pas dans la
méme classe d’équivalence) (voir ?? pour en étre complétement convaincu).

Si (€i)ic[1,n] €t (fi)ie[1,n) sont deux bases de F avec f; = f(e;) (f est donc un automorphisme),
alors les bases (€i)ic[1,n] €t (fi)ie[1,n] sont dans la méme classe d’équivalence si et seulement si
det f > 0 (en effet f est alors 'endomorphisme de la matrice de passage de la base des e; a la base
des f;.

esi B et B’ orthonormales sont dans la méme classe alors detp(.) = detp/(.).

Ceci permet d’introduire de nouvelles définitions :

~\

(DEFINITION 0.12 produit mixte
On appelle produit mixte d’un espace euclidien (E,C) de dimension n application detp pour
une base B € C quelconque; on le note (x1,...,2,) = [21, ..., x,] = detp(x1, ..., Tn).

Si E est un espace euclidien de dimension 3, alors étant donnés a et b dans E, 'application
qui &  dans FE associe [a, b, z] est linéaire, donc elle est égale & x —< ¢|x > pour un certain ¢ € F
(voir le théoréme [I.T9)) ; on note a A b I’élément ¢ de E, et on 'appelle produit vectoriel de a
Let b. )

/N Attention 0.16 Le produit vectoriel n’est pas commutatif!

Intuition Intuitivement, le produit mixte de (z1,...,2,) est le volume algébrique (lié & lorien-
tation) de {O + t1.@1 + t2.22 + ... + tp.p; (1, ..., tn) € [0,1]"} (indépendamment de O).

Propriétés du produit mixte et du produit vectoriel (celles du produit mixte sont valables en
toute dimension ; le produit vectoriel n’est défini qu’en dimension 3) (dans les deux cas rien n’est
possible en dehors d’un espace euclidien orienté) :

ea Nb € Vect(a,b)*

eaANb=—-bANa

e a Nb=0 <= a et bsont liés

o(a,b) — a Ab est bilinéaire

o(a,b) libre — (a,b,a A b) est une base directe

ele produit mixte d’une base est non nul

eLe produit mixte d’une base directe est strictement positif

eLe produit mixte d’une base indirecte est strictement négatif

eUne famille est une base orthonormale directe si et seulement si son produit mixte est 1

eUne famille est une base orthonormale indirecte si et seulement si son produit mixte est —1

o[f(@1), s f(@n)] = (det f)[z1,...; Tn]

eDans R? (muni du produit scalaire et de I'orientation usuels), le produit vectoriel de (z,y, 2)
par (z/,y',2') est égal a

(y2' — 24 z2 — w2 2y — —y.a')



Moyen mnémotechnique : ce sont les cofacteurs de la troisiéme colonne dans la matrice suivante :

z z 7
!

y y 7

z z 7

e(aNb)ANc=<al|c>.b—<blc>.a

ea N (bAc)=<alc>.b—<alb>.c

oSi F est euclidien orienté de dimension 3, alors 'application ¢ de E dans L(FE) définie par
¢(x) = (y = x Ay) est & valeurs dans l'ensemble des endomorphismes antisymétriques de F';
en restreignant ’espace d’arrivée a I’ensemble des endomorphismes antisymétriques de E c’est un
isomorphisme de F.

Dans une base orthonormeée, si u a comme coordonnées (x,y, z), alors la matrice de ¢(u) (dans

0 —=z Y
la méme base)est [ 2z 0 —xz—y
z 0

Toutes ces propriétés s’obtiennent facilement en considérant simplement la définition du produit
mixte ou du produit vectoriel.

ProroSITION 0.28 Identité de Lagrange

lla A ]I = llall”.[Ib]*~ < alb >3

Démonstration On suppose a et b libres, sinon le résultat est clair par Cauchy-Schwarz (voir la partie

D).

< ala > < alb> 0
[a,b,a Ab]> =| < alb> < bjb> 00
0 <aAblanb>

2 2 12112 2
= lla ABIP.(llall™.[I6]"— < alb >7)
mais on a aussi [a,b,a Ab> =< a Abla Ab>>=|lanb|*

D’ou le résultat désiré.

COROLLAIRE 0.29

lla A Bl = flall > [[b]| x sin(6)

avec 0 ’écart angulaire entre a et b.

Maintenant quelques propriétés un peu plus difficiles.

ProrosITION 0.30

[121, ...,$n]2 = det(< $¢|$j >(i,j)€[17n]2)




Démonstration On pose M la matrice M; ; = ej (x;) avec (ei);e[1,n] une base orthonormale.
[Z1y ..., n] = det M = det M
[x1, ...,:cn]2 = det 'M.M

M; ; =< e;lx; >

n
(tM.M)i,j = Z < €k|$i > . < 6k|$j >
k=1
d’ou le résultat.

(PrOPOSITION 0.31 )
w1, s @all < T llil
i=1
[[z1, ..., zn]| = H lz:|| <= (Ji/zi =0V (2:)ie[1,n est orthogonale)
i=1
- J

Démonstration Si le systéme est lié, le résultat est clair (on rappelle que le déterminant d’une famille
liée est nul).

Sinon, on peut construire par la méthode d’orthonormalisation de Schmidt une base (e1, .., en) avec
Y(i,5) € 1,n)? < zjlei > > 0.

La matrice de passage P(. est triangulaire (voir[(20) ; son déterminant est le produit

i)ie[l,n]v(wi)ie[l,n]
des < x;|y; >, donc par l'inégalité de Schwartz est inférieur ou égal en valeur absolue au produit des

||zi]|, avec égalité si et seulement si pour tout i, x; et y; sont liés, donc si la famille est orthogonale.

Formes quadratiques sur un espace euclidien Pour plus d’informations on pourra consulter
le §77, page ?7. Notamment, les espaces euclidiens étant de dimension finie, on récupérera pour les
espaces euclidiens les nombreuses propriétés des formes quadratiques en dimension finie.

1.5.2 Espaces hermitiens

Pour introduction on pourra consulter la partie [L2] sur les espaces préhilbertiens complexes.

DEFINITION 0.13 espace hermitien
On appelle espace hermitien un espace préhilbertien complexe de dimension finie, non réduit a

{0}

Définition et premiéres propriétés On rappelle quelques propriétés, issues plus ou moins di-
rectement de la définition des espaces préhilbertiens complexes (voir la partie[[.21pour des rappels) :
eUn espace hermitien est un espace de Hilbert ; toutes les propriétés des espaces de Hilbert sont
donc valables ici (voir la partie [[L4)
o< .|. > est sesquilinéaire (i.e. semi-linéaire par rapport a la premiére variable et linéaire par
rapport & la deuxiéme variable)



oSi z est non nul alors < x|z > est un réel > 0 (< .|. > est positive car pour tout z < z|x > est
positif et définie car z non nul — < z|z > non nul)
o< .|. > est hermitienne, c’est-a-dire < x|y >= < ylz >
eToute famille orthonormale peut étre commplétée en une base orthonormale
ePour tout sous-espace F' d’un espace hermitien F,ona E=F ® Fl et F = FLt
eEtant donnée une base orthonormale (€i)ie1,n de E hermitien, tout vecteur x de E vérifie

n
T = E < el >e;
i=1

eEtant donnée une base (xi)ie[l_,n] d’un espace hermitien, il existe une base orthonormale
(Yi)iep,n) telle que pour tout j, y; est combinaison linéaire des x; pour 1 < i < j (voir [I.20)

elitant donné E un espace hermitien I’application qui &  associe I’application y < x|y > est
un semi-isomorphisme de E sur E*.

eEn corollaire de la propriété ci-dessus, étant donné F un espace hermitien de dimension n,
pour toute famille (z1, ..., z,) de C" et toute base (eq, ..., e,) de E, il existe un unique = dans FE tel
que < x|e; >= z; (on aurait pu, au lieu de < z|e; >= x;, demander < ¢;|x >= x;, comme on s’en
rend facilement compte en considérant le fait que < .|. > est hermitienne).

eEtant donnée (ei)ie[lyn] une base orthonormale de F avec E hermitien, la famille des (z —<
eilr > est la base duale de la base des (e;);ef1,n) (il s’agit de I'image de la famille des e; par le
semi-isomorphisme ci-dessus).

/\ Attention 0.17 La derniére propriété nécessite que la famille soit orthonormale!

C™ muni de lapplication (z,y) — Y., T; X y; est un espace hermitien.

De méme que les espaces euclidiens sont isomorphes & R™ muni du produit scalaire euclidien
usuel, on retiendra que les espaces hermitiens sont isomorphes & C™ muni du produit scalaire
hermitien usuel (ce qui fait que beaucoup de propriétés intuitives se retrouvent vraies).

THEOREME 0.32
Pour tout endomorphisme f de I'espace hermitien E il existe un et un seul endomorphisme f*
de E tel que pour tout (z,y) € E? on ait < f(z)|ly >=< z|f*(y) >.

Adjoint d’un endomorphisme d’un espace hermitien
Démonstration
eExistence : il suffit de considérer I'application f* :x— > 7" | < f(e:)|lz > .es.
eUnicité : < e;|f*(z) >=< f(es)|x >, donc f*(x) est entiérement déterminé par ses coordonnées.
Sans démonstration, une proposition utilisant la notion de semi-endomorphisme :

PRropPoOSITION 0.33
L’application F' qui & f associe f* est un semi-endomorphisme de L(E). F est involutif, ¢’est-a-dire
que FoF =1.




DEFINITION 0.14  f*

o f* s'appelle 'adjoint de f.
o f endomorphisme d’un espace hermitien F est dit unitaire lorsque fo f* = f*o f = 1.
e f endomorphisme d’un espace hermitien F est dit hermitien lorsque f = f*.
eUne matrice carrée M a coefficients dans C est dite unitaire si elle vérifie tM.M = 1.
eUne matrice carrée M a coefficients dans C est dite hermitienne si elle vérifie {tA = M.

On remarque donc qu'un endomorphisme unitaire est un endomorphisme inversible f tel que
pour tout z et tout y de E < f(z)|ly >=< z|f 1 (y) >.

Par ailleurs un endomorphisme f d’un espace hermitien est hermitien lorsque pour tout x et
tout y de E on a < f(z)|y >=< z|f(y) >.

Sans surprise suite au cas euclidien, un endomorphisme f d’un espace hermitien est unitaire si
et seulement si il conserve le produit scalaire, i.e.

< f(@)|f(y) >=<zly >

Ou méme simplement la norme, i.e. ||f(x)| = f(z).

De méme que dans le cas des euclidiens, on note que 'adjoint de l'inverse (quand il existe)
est l'inverse de ’adjoint (qui dans ce cas existe nécessairement), que Porthogonal de I'image est le
noyau de I’adjoint, et que I'image de l’adjoint est 'orthogonal du noyau; que (f o g)* = g* o f*.

De méme qu’un endomorphisme d’un espace euclidien est orthogonal si et seulement si I'image
d’une base orthonormale est orthonormale, un endomorphisme d’un espace hermitien est unitaire
si et seulement si I'image d’une base orthonormale est une base orthonormale.

Alors que dans le cas euclidien et dans une base orthonormale la matrice de I'adjoint est la
transposée de la matrice, dans le cas hermitien et dans une base orthonormale la matrice de ’adjoint
est la conjuguée de la matrice transposée. C’est-a-dire

Mate,)(f*) = "Mat (., (f)

Conséquence logique de ce qui précéde, un endomorphisme est unitaire si et seulement si sa
matrice dans une base orthonormale est unitaire.

Et un endomorphisme est hermitien si et seulement si sa matrice dans une base orthonormale
est hermitienne.

Les valeurs propres d’une matrice hermitienne (ou d’un endomorphisme hermitien) sont toutes
réelles.

/\ Attention 0.18 Le polynoéme caractéristique de f* est le conjugué du polynéme caractéris-
tique de f.

On pourra consulter la partie ?? pour plus d’informations sur la structure de I’ensemble des
endomorphismes unitaires.

Le spectre d’'une matrice unitaire est inclus dans le cercle unité; son déterminant appartient
donc aussi a ce cercle unité.

PrROPOSITION 0.34 Sur les endomorphismes hermitiens

L’image et le noyau d’un endomorphisme hermitien sont orthogonaux.
Les sous-espaces propres d'un endomorphisme hermitien sont en somme directe orthogonale.




Si f est un endomorphisme hermitien et si F' est un sous-espace stable par f alors F- est
stable par f qui induit sur cet espace un endomorphisme hermitien.

Si f est un endomorphisme hermitien, alors f est diagonalisable dans une certaine base ortho-
normale.

Démonstration Méme principe que dans le cas euclidien. .
De méme, si M est une matrice complexe hermitienne, alors il existe P unitaire telle que * P.M. P
soit diagonale.

Formes quadratiques sur un espace hermitien £ Voir le §?77, section 77, page 77.

Références

[1] G. Demange, J.-C. Rochet, Méthodes mathématiques de la finance, Economica, 2¢éme édition,
1997.



	Espaces préhilbertiens et espaces de Hilbert
	Espaces préhilbertiens réels
	Espaces préhilbertiens complexes
	Espaces préhilbertiens
	Espaces de Hilbert
	Projection dans un espace de Hilbert
	Bases hilbertiennes
	Quelques utilisations des espaces de Hilbert

	La dimension finie
	Espaces euclidiens
	Espaces hermitiens



